UvsQ 2025/2026

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG21 (analyse complexe)

27 mars 2026

Examen partiel

— durée : une heure sept minutes et trente secondes —

1 Dulog [4 points]

On note Log la détermination principale du logarithme. Pour tous z € C\] — 00,0] et w € C,
on note
2z = exp (wLog z) .

Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres a = Log ( 312%) et b = Log {(31275) } .

[On pourra utiliser le fait que In2 ~ 0, 69.]

2 (In)constance ? [5 points]

On note & = {z €C, 25 = 22'}. Soit f une fonction holomorphe sur C\ €. On suppose que

f(z) == -, pour tout z sur le cercle unité.
20— 24

2.1) Dessiner £.

2.2) Est-il vrai que, nécessairement, f(z) = — pour tout z € C\ £ ?

25— 25

3 Une inégalité de Carathéodory [11 points]

Soit f une fonction holomorphe dans le disque unité ouvert, que I’on note D. Pour tout z € D,
on note P(z) la partie réelle de f(z) et Q(z) sa partie imaginaire. On note enfin

E anz"
n

le développement en série entiere de f a lorigine.
3.1) Montrer que, pour tout r €]0,1[ et pour tout n > 1,
2m

2
/ f (Tew) e~ 040 = 21a,r" et / f (rew) em?dp = 0.

0 0

3.2) En déduire que, pour tout r €]0, 1] et pour tout n > 1,
1 27

an = — P (rew) e 040.
mr 0

1 2 .
3.3) Montrer que 2—/ P (re“g) df = R (ag) des que 0 < r < 1.
T Jo

3.4) Montrer que si f(0) = 3 et si la partie réelle de f est une fonction positive, alors

Vn>1, la| <1
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UvsQ 2025/2026

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG21 (analyse complexe)

27 mars 2026

Examen partiel : un corrigé succinct

1 Dulog

On calcule : 312'\75 = ée% et & €] —m, 7], si bien que a = Log 312'\75 =-5In2+ij.

N L
Ensuite, (312%) =e de %2 Or, —5In2 =~ —5x0,69 = —3,45 €] — 37, —7] ce qui montre que 'argument principal
de (312'\"/’5) est —51n2 + 27. Il en résulte que

=T i(—5m2+2m).

b= Log 1

(5o8)

2 (In)constance ?

2.1) On dessine en rouge les points de £. Les légendes du
dessin suffisent & en expliquer la construction.

2.2) La fonction f(z) — Ry est (évidemment) holo-
25 —2i

morphe sur le connexe C\ € et s’annule sur le cercle unité
qui est une partie non discréte de C \ €. Le principe du

prolongement analytique assure alors que f(z) — — 5
25— 21
est nulle sur C\ €. La réponse est oui.

3 Une inégalité de Carathéodory

3.1) Soient n > 1 et r €]0,1[. La formule de Cauchy en intégrant sur le lacet C'(0,7) : 6 € [0, 27] — re'® donne

27
an = 1 f(2) dz = 1 / f (rew) e~ "0 qp
0

C 2m ooy 2" -2

qui fournit la premiere égalité. Par ailleurs, comme la fonction z +— 2"~1f(z) est holomorphe dans le disque unité,
son intégrale sur le cercle de centre 0 et de rayon r parcouru une fois dans le sens direct est nulle. Cela s’écrit

27
0= ir”/ f (rew) ™ dp
0

ce qui donne la seconde inégalité.

3.2) Soient n > 1 et r €]0,1[. On écrit les deux égalités précédentes en fonction des applications continues P et @ :

2m 2m
2rra, = / P (rew) e~ a0 + z/ Q (reie) e~ mdp (1)
0 0

et
27 27
0= / P (re®) e’df + i / Q (re'®) e?ds.
0 0
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On conjugue cette seconde inégalité, ce qui fournit

2m 2m
0= / P (rew) e~ M0dp — Z/ Q (rew) e~ m4g. (2)
0 0

On fait la somme des égalité (1) et (2), ce qui méne a I’égalité demandée.

3.3) Soit r €]0,1[. La formule de Cauchy montre que

_ 1 f(z) _ 1 [P i 1 o i
R (ag) =R <2m /CW) Zdz) _%(%/0 f(re) de) = %/o P (re') do.

3.4) Soient r €]0,1[ et n > 1. Alors,

1 2m ) ) 1 2m )
lan| < — |P (7‘629) e_mg| df = —/ ‘P (re“g)‘ do.
Trn 0 Trn 0
Puisque P est une fonction positive, on peut enlever les modules, ce qui donne, grace a la question précédente et
puisque P(0) = %,

1 27 . 1
lan| < — [ P (re"?)do=—.
7r™ Jo rm

Cette inégalité étant vraie pour tout r €]0, 1[, on en déduit que

1
lan| < inf — =1,
relo,1[ r™

ce qu’il fallait démontrer.
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UVSQ 2025/2026

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

4 mai 2026

Controle continu : épreuve de remplacement

— durée : une heure et demie —

— Bon, il faut l’écrire : aucun document ni aucun instrument électronique n’est autorisé pour cette épreuve —

1 Un résidu [6 points]

Soit @ un nombre réel strictement positif.

cos(at)

1.1) Montrer que la fonction t — i

5 est intégrable sur [0, +oo[.
a

1.2) Montrer que, pour tout R > a,

R eiat 7'('670’2 eiaz
5 5 dt = — - dz
_rt*+a a cp #°ta

ott Cg est le chemin défini sur [0, 7] par la formule Cr(0) = Re®.

1.3) En utilisant la majoration standard, montrer soigneusement que
eiaz
lim % ﬁdz =0.
R—+oc0 Cr ? +a
cos(at)

+oo
1.4) Calculer le nombre / 5o dt.
0 t +a2

2 De la restriction [5 points]
Soient D le disque unité ouvert du plan complexe, et U un ouvert de C contenant D. On note ® I’application

o: OU) — O(D)
f — fip
ol fip désigne la restriction de la fonction f a D.
2.1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que ® soit injective.

2.2) Montrer que ® est surjective si, et seulement si la composante connexe de U contenant D est égale a D.

3 A la Jensen [9 points]

On note D le disque unité ouvert de C et D son adhérence. On note aussi A (E) I'ensemble des fonctions D — C
qui sont & la fois continues sur D et holomorphes sur D. Lorsque f € A (ﬁ), on note enfin || ]| le maximum de
|f| sur D.

3.1) Soient a et z deux nombres complexes. On suppose que |z| =1 et |a| # 1. Montrer que

Z—a

1—az
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3.2) Soit fe A (5) On suppose que f n’est pas la fonction nulle et que f s’annule en un point a € D. Soit m
Pordre (d’annulation) de f en a.

1—az

a—z

(i) Montrer que la fonction g : z — f(z) x ( ) est dans A (D).

(ii) Comparer les maximums de |f| et de |g| sur le cercle unité.

(if) En déduire que |£(0)] < [af™ |-
3.3) Soit feA (E) On suppose que f (;) =0 et que

VzeD, |z2|=1 = |f(2)| <1
Montrer que |f(0)| <

1 ) _
On suppose que - = L) =0 et que f envoie le cercle unité dans D. Cela
2

= i

3.4) Soit f € A(D). 5

? [On pourra s’inspirer des méthodes utilisées plus haut.]

A~

entraine-t-il nécessairement que |f(0)| <
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UVSQ 2025/2026

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

4 mai 2026

Epreuve de remplacement : un corrigé succinct

1 Un résidu

1.1) Pour tout ¢t > 0,
1

T t2+a?

cos(at)
t2 4 a?

qui est (évidemment) intégrable sur [0, 4+o0[, puisque a # 0.
1.2) La formule des résidus sur le lacet formé de l'intervalle [— R, R] concaténé avec le chemin Cr montre que

R etat etaz ) e—a2 7T€_a2
it mra® Tty = )
_pti+a cp ?°ta 2ia a

dans le demi-plan supérieur est ia.

puisque 'unique pdle — simple — de la fonction méromorphe z — %

1.3) Sif € [0,7] et si R > a, alors

- i0
ezaXRe

R2 621'9 + a2

e—aRsinG 1

= |R26210 1 o2] < R2 _ a2’

la derniere inégalité venant de la seconde inégalité triangulaire et du fait que sinf > 0. Alors, la majoration

standard entraine que
eiaz
?{ 2 5dz| <
Ccr ?°ta

cos(at)
t2+a?

+o00 +o0 +o0 iat R iat
cos(at) 1 cos(at) 1 / e 1 . / e
dt = - dt = -%R ——dt | ==R| 1 ——dt | ].
/0 2 + a? 2/_oo 2 + a? 2 oo PPt a? 27\ roeo _pt?+a?

Alors, les deux questions précédentes assurent que

*°° cos(at) 1 e~ e~
———2dt=—-%R = .
0 t24a? 2 a 2a

TR 0
R? — a2 Rofoo

1.4) Puisque l'intégrale converge et puisque définit une fonction paire de t,

2 De la restriction

2.1) D’abord, ® est linéaire ; elle est donc injective si, et seulement si non noyau est trivial.

Si U n’est pas connexe, soient Cp sa composante connexe qui contient D. Alors, la fonction valant 0 sur Cp et 1
sur ouvert non vide U \ Cp est non nulle et appartient au noyau de ®, qui n’est donc pas injective. Inversement,
si U est connexe, puisque D est une partie non discrete du connexe U, le principe du prolongement analytique
assure que toute fonction holomorphe sur U et nulle sur D l'est aussi sur U, ce qui prouve que ® est injective.

Conclusion : ® est injective si, et seulement si U est connexe.
2.2) On note encore Cp la composante connexe de U contenant D. Soit f € O(D). Trouver un antécédent & f par
® revient a prolonger f a U en une fonction holomorphe sur U. Puisqu’on peut toujours prolonger f par 0 sur les

composantes connexes différentes de C'p, trouver un antécédent de f par ® revient a prolonger f a Cp. Autrement
dit, on peut supposer que U est connexe : on suppose que U = Cp. Si U = D, alors ® est surjective : f = ®(f),
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pour tout f € O(D). Il reste & montrer que si U # D, alors ® n’est pas surjective, c’est-a-dire qu’alors, il existe
une fonction holomorphe sur D qui ne se prolonge pas a U tout entier. Soit u € U\ D. Alors, la fonction z — uiz,
holomorphe sur D, ne se prolonge pas a une fonction holomorphe sur U car une telle fonction, par prolongement

L sur U, mais cette derniere ne se prolonge pas par continuité en u. Cela montre que

analytique, vaudrait aussi ——
si Cp # D, alors ® n’est pas surjective.

—z

3 A la Jensen

1 z-a
—az| |z z-a
3.2) (i) Soit f € A (D) vérifiant les hypotheses de I'énoncé. Soit F € A (D), non nulle en a, telle que f(z) =
(a—2)™F(z) — lexistence de F au voisinage de a est due & la définition de I'ordre d’annulation ; que F' se prolonge
en un fonction de A (D) est immédiat. Alors, g(z) = (1 —az)™ F(z), pour tout z € D. Cette formule montre que

ge A(D).
(ii) La question 1) garantit que si |z| = 1, alors |f(z)] = |g(2)|.

zZ—a

3.1) Puisque |z|=1,0na =1x1=1.

(iii) Si a = 0, c’est évident puisque f(0) = 0. On suppose que a # 0. Le principe du module maximum montre, au

vu de la question précédente, que || f|lco = ||glloo- Alors, |g(0)| < || fll, ce qui s’écrit encore w;(l?,zl < |[flloo- Clest

cela qu’il fallait démontrer.

3.3) Si f est la fonction nulle, c’est évident. Sinon, on applique la question précédente pour a = % : si m > 1 est

2
Pordre d’annulation de f en %, alors |f(0)| < (%)m 1flleo < %

3.4) La encore, c’est évident si f est la fonction nulle. On suppose que f n’est pas nulle sur D. Par prolongement

analytique, elle n’est donc nulle sur aucun voisinage de % ou de 5. On note respectivement m et n les ordres

En reprenant les arguments de la question 2), la fonction

1-2\" (1+2\"
z»—>f(z)><<1 2) x| —2
52 33—z
est encore dans A (E) et ne modifie pas le module de f sur le cercle. En écrivant que la valeur en 0 de cette
fonction n’excéde pas son maximum sur le cercle, on en déduit que

n 1 m—+n 1
<[ = < -.
e (3) <3

4

d’annulation de f en % et en 3.

‘ m

1 )
rol<|3] |3

La réponse est oui.
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UVSQ 2025/2026

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

19 mai 2026

Examen

— durée : deux heures —

Bon, il faut l’écrire : aucun document ni aucun instrument électronique n’est autorisé pour cette épreuve

1 Une intégrale [10 points]

—+o0
P
11 s’agit, dans cette partie, de calculer I(p) = / mdt ou p € R, lorsque ce nombre existe.
0 +

Soit

U={z¢€C, iz ¢[0,+o0[}.
Pour tout z € U, on note log z le logarithme de z dont la partie imaginaire est dans 'intervalle } -3, 37” [
En outre, pour tout (z,w) € U x C, on note 2% = e¥ 1087,

1.1) Dessiner U.

1.2) Montrer que (re?’)” =rPe?, pour tous p € R, 7 >0 et 6 € ]-%.%1.

1.3) En déduire que (—t)? = tPe™ pour tout t > 0 et pour tout p € R.

1.4) Soient a € C et g une fonction holomorphe sur un voisinage ouvert de a. Montrer que le résidu en

a de la fonction z — _9() est ¢'(a).
(2 —a)?
2P
1.5) En déduire que le résidu en i de la fonction z — 5 est
(1+22)

1.6) Pour tout € > 0 et pour tout R > ¢, on note (g, R) “le” lacet de C, concaténation dans cet ordre :

p - 1Z~p+1
4

, pour tout p € R.

(i) “du” segment [e, R],
(ii)) “du” demi-cercle Cr de centre 0 et de rayon R du demi-plan des parties imaginaires positives ou
nulles, parcouru une fois dans le sens direct,

(iii) “du” segment [—R, —¢]
(iv) et “du” demi-cercle c. de centre 0 et de rayon € du demi-plan des parties imaginaires positives ou
nulles, parcouru une fois dans le sens indirect.

Dessiner le support de ~ (%, 2).
1.7) Montrer que, pour tout p € R, pour tout € > 0 et pour tout R > &,

2P . R tP
foo e [
[~R,—e] (14 22) e (1+12)

1.8) Montrer, & partir d’une inégalité obtenue par majoration standard, que si p > —1, alors

P
50 e (1427)
1.9) Montrer que si p < 3, alors
7
lim zidz =0.

R—+oco Cr (1+22)2
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1.10) En s’appuyant sur la formule des résidus, en déduire que, pour tout p €] — 1, 3],

(14 €™) I(p) = ! ;pm'p.

1.11) Montrer que, pour tout p €] — 1, 3[\ {1},

10)=

Que se passe-t-ilsip=1,p<—-loup>37

2 Fonction de Scorer’ [10 points]

L’objet de cette partie consiste a montrer que la fonction

+o0 3
Hi(z) = / e dt
0

(1)

est bien définie, entiere, et solution de l'équation différentielle y" — zy = 1.

La fonction Gamma (') d’Euler, on le redit ici, est définie sur {z € C, R(z) > 0} par la formule

+oo
I'(z) :/ t*~letdt
0
et vérifie I’équation fonctionnelle
VzeC, R(z) >0 = T'(z+1) ==2I(2).

2.1) Montrer que, pour tout z € C, |e?| < el#l.

2.2) Montrer soigneusement que, pour tout r € R, la fonction ¢ — e

2.3) Montrer que la fonction Hi, définie par la formule (1), est une fonction entiére.

2.4) Montrer que la fonction Hi est solution du probléme de Cauchy (de la variable complexe)

Hi"(2) — zHi(z) = 1

2.5) Montrer que le développement en série entiére a l'origine de Hi est Z a, 2" ol

2

VnZO,an=33F nt .
n! 3

Quel est le rayon de convergence de cette série entiere 7

*La fonction usuelle de Scorer est & vrai dire %
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UVSQ 2025/2026

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

19 mai 2026

Examen : un corrigé succinct

1 Une intégrale

1.1) SizeC, alors z ¢ U si, et seulement s’il existe t > 0 tel que z = —it. D’ot le dessin.

U

1.2) Avec les notations de 1'énoncé, e’ € U et log (rew) = Inr + i6, puisque 0 € ]—
(TeiQ)P _ eplog(reis) — ep1117'+ip9 _ ,rpeipG.

1.3) Avec les notations de I’énoncé, (—t)P = (tei”)p = tPe'™  la derniere égalité venant de la question

précédente puisque t > 0 et m € ]—g, 37“ [

1.4) Soit D un disque ouvert centré en a sur lequel g est holomorphe. Soit alors h, fonction holomorphe
sur D telle que g(2) = g(a) + (2 — a)g’(a) + (2 — a)?h(z), pour tout 2z € D. Alors, pour tout z € D,

ORI NP

ce qui prouve que le résidu de (ngz))z en a est ¢'(a).
1.5) On note f(z) = ﬁ = % ot g(z) = 2P(z +i)~2. On applique le résultat de la question

précédente pour a = i. Comme ¢'(i) = piP~1(2i)"2 — 2i?(2i)~3 = 1i*T'(p — 1), on obtient le résidu
annoncé par I’énoncé.

1.6)

A

N[ = /
4

1.7) On parametre le segment [—R, —¢] par [-R, —¢] — C, t — ¢. Il vient alors

p —e P R (_pp
b [ [fC
[~R.—¢] (1+22) -r (1+1?) e (1422

la seconde égalité étant obtenue apres le changement de variable sous l'intégrale ¢ ~» —t. La question

1.3) assure alors que
2P ; By
e [
(R~ (1+27) e (1+2%)
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ce qu’il fallait démontrer.
1.8) Si|z| = ¢ €]0,1], alors

4P
(1+22)°

I'inégalité venant de la seconde inégalité triangulaire. Ainsi, par majoration standard,

|Z‘P < eP

422 T (=)

zP eP
% ————dz| <75 — 0
ce (14 22) (1 —¢e2)” e=0
a condition que 1+ p > 0, c’est-a-dire que p > —1.

1.9) Siz| =R > 1, alors

2P
(1+22)°

I'inégalité venant de la seconde inégalité triangulaire. Ainsi, par majoration standard,

Zp
%4——7w
or (14 22)

a condition que 1 + p < 4, c’est-a-dire que p < 3.

B |Z|P < RP
14227 7 (R - 1)

RP
<TR——5 — 0
(R2 —1)% =0

1.10) On suppose que 0 < ¢ < 1 < R. Alors, la fonction z — ﬁ est holomorphe sur U \ {i} et

le support du lacet (e, R) est contenu dans cet ouvert. Puisque le lacet est (évidemment) U-homotope
a zéro — a vrai dire, U est étoilé (centre ¢ par exemple) donc simplement connexe —, la formule des
résidus appliquée a cette configuration fournit 1’égalité

P 1 1—
/ — % _dz=2irInd; (v(e, R)) = 2ir—— it = = Lrjp.
~(e,R) (1 + 22) 4 2

Par ailleurs, compte tenu des questions précédentes, 'intégrale curviligne, qui est la somme des intégrales
le long des quatre chemins [e, ], Cg, [-R, —¢] et ¢, tend, lorsque ¢ tend vers 0 et R vers +oo, vers

(14 €™™) I(p).
Par passage a la limite, on obtient ainsi I’égalité demandée.
1.11) Sip €] —1,3]\ {1}, la formule de la question précédente est valide et 1 + €™ £ 0, si bien que

(1-p) €?s  a(l-p) 1  =«(l-p)

2 14 etpm 2 2cos & " 4cos (%)

Ip) ==

im p ;o T N , s .
Noter que ’on utilise ici que ¥ = (67) = e'P2, la derniére égalité venant du fait que 3 € }—% 37” [, et
donc que log (e%) =1i%.
e Pour la valeur en p = 1, il suffit de calculer une (fraction rationnelle) primitive de ¢ — m pour

montrer que I(1) = 3. [On peut aussi montrer que I(p) est une fonction continue de p et que %
Ei

tend vers % lorsque p tend vers 1].

e Lorsque p est un réel hors de 'intervalle | — 1, 3], la fonction positive t — n’est pas intégrable

tT)
(1+¢2)2
sur [0, +o0[ , et I(p) = +oo (au sens de Lebesgue, bien sir).
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2 Fonction de Scorer

2.1) Soit z € C. Alors, |e*| = e®(*) < el?l. On peut aussi passer a la limite dans I'inégalité triangulaire :

oo oo
EHESS 2" _ et
nl| — n!
n=0

n=0

le*| =

2.2) Soit r € R. Alors,

t3
lim e~ & =0.
t—+o0

1l existe donc M(r) > 0 tel que, pour tout ¢ > 0,

s e e
et t/3:ert e 6 SM(’/‘)(E 6

3
Or, t — e~ est (évidemment) intégrable sur [0, +oo[ ; il est donc de méme pour ¢ — ert—t’/3,

2.3) Soit r > 0 et z € C dans le disque (fermé) de centre 0 et de rayon r. Alors, la premiére question et
I’inégalité de la question précédente montrent que

tz—ﬁ tr—£ 2
<e"TF < M(r)e”s.

Vi >0, |e* 3

Cette inégalité est une inégalité de domination sur le disque (fermé) de centre 0 et de rayon r. Puisque

3
z 5 eF T est (évidemment) entiere pour tout ¢ > 0, le théoreme sur les intégrales a parametres
holomorphes montre que Hi est holomorphe sur le disque (ouvert) de centre 0 et de rayon r. Comme ces
disques recouvrent C, on a montré que Hi est une fonction entiere.

2.4) On reprend l'argument de la question précédente. Conséquence de 'application du théoréme sur
les intégrales a parametre holomorphe : le calcul des dérivées successives de Hi sur tout disque ouvert
centré a l'origine se fait en dérivant sous le signe somme. C’est donc vrai sur C. Ainsi, pour tout z € C,

+oo 3 +oo 3
Hi'(2) :/ te* =5 dt et Hi"(z) :/ 25 dt,
0 0

ce qui entraine que

+oo 3
Hi"(z) — 2z Hi(z) = / 2 —2) e 5 dt
0

t
X
. d (4
Xg{lklm</0 %(6 3>dt>

=_ ( lim X% _ 1) =1.
X—+oco

Enfin, les valeurs en 0 se calculent via le changement de variable z = % sous l'intégrale, selon les calculs
+oo .3 400 r l
Hi(0) = / e~ 3dt= / e 3 30 3 dy = (23)

0 0 33

et . X 2

& 3 o0 (2

Hl/(o) :/ te—Tdt:/ 3%$§€_x3_3$_3dl._ (13)7
0 0 35

ce qu’il fallait démontrer.
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2.5) D’abord, ce rayon est +oo puisque Hi est entiere. Ensuite, on note

n—2

373 n+1
b, = r ,

n! ( 3 >

pour tout n > 0.

Premiere méthode
On reporte le DSE(0) > a,2™ de Hi dans I'équation différentielle, ce qui implique, grace & I'unicité d'un

DSE, que ay = % = by et que api3 = @ +3“" pour tout n > 0. La question précédente assure par

2 )(n+2)
ailleurs que ag = by et a; = by. Cela montre que la formule cherchée est satisfaite pour n € {0,1,2}. En

outre, pour tout n > 0,

bn, (n+3)!T(

bnys n! F(HTH)73 n' n+1 1

ndl) (n+3)! 3 (n+3)(n+2)
Les suites (an),>q €t (bn), o vérifient la méme relation de récurrence (linéaire) d’ordre 3 et coincident
aux rangs 0, 1 et 2 : elles sont égales.

Deuxieéme méthode .
Le DSE(0) de Hi est son développement de Taylor : a, = HIT(O), pour tout n > 0. Les questions 2)
et 3) montrent, grace au théoréme sur les intégrales a parametre holomorphe, que, pour tout n > 0,

1ot e R 3% [T .
Hi™(0) = —/ e~ Tdt = — 3525e 3 5y Sdy =" 2" e Fd = by,

ce qui est la formule demandée. Noter que la deuxieme égalité de la suite ci-dessus résulte (immédiatement)
ﬁ

s
7 sous l'intégrale.

du changement de variable x =
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UVSQ 2024/2025

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

28 mars 2025

Examen partiel
— durée : une heure sept minutes et trente secondes —

— L’homotopie de deux chemins ou la connexité d’un ouvert, si on doit s’en servir, pourront
étre affirmées sans justification, a condition qu’elles soient vraies et illustrées par un dessin. —

1 Un logarithme (4 points)

1.1) On note v “le” chemin de C qui part de 1, suit simplement
le demi-cercle unité du demi-plan des parties imaginaires positives
jusqu’au point —1, puis le segment [—1,—2], et enfin le demi-cercle
de rayon 2 centré en l'origine du demi-plan des parties imaginaires
négatives jusqu’au point 2. On en représente le support ci-contre.

Calculer / %
N 2

1.2) Soit U, ouvert simplement connexe et connexe de C,
dont on dessine une représentation grisée ci-contre. On note =2 /_\ 2
log 'unique logarithme sur U qui prend la valeur 0 en 1. ;

Calculer log(2).

[A titre de bonus, hors baréme, on expliquera pourquoi il est
inutile de mieux définir U pour que la question ait un sens.]

2 Une intégralicule (8 points)

400
Si w est un nombre complexe, on note R(w) la partie réelle de w. On se rappelera que / e du = g, on ne
0

demande pas de démontrer cela ici. On note

V:{zE(C, ?R(zg)>0}.

2.1) Sans argumenter (une fois n’est pas coutume), dessiner V et donner le nombre de ses composantes connexes.

2.2) Pour tout « > 0, on note V, = {z eC, R (22) > a}. Montrer soigneusement que

Va > 0,Vt > 0,Vz € V,, ‘e_zztz < et

—+oo
2.3) Montrer que la fonction f: z — / e~ dt est holomorphe sur V.
0

2.4) Montrer que f(z) = g, pour tout = > 0.
x

+oo
2.5) Trouver I'ensemble des nombres complexes z € V' pour lesquels / e =Vt = 2—\/7?
0 Z
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3 Enestrom-Kakeya (8 points)

On note D le disque unité fermé D = {z € C, |z| <1} et D = {2z € C, |z| = 1} son bord.
d

Soit P(z) = Z arz" un polynoéme de degré d > 1 et & coefficients réels. On suppose que

k=0

0<ap<a; <---<ag.

L’objet de cette partie est de démontrer ’assertion suivante :

dans ces conditions, tous les zéros complexes de P sont dans D.

3.1) Soit f le polynéme défini par la formule
f(2) = agz™ + (1 — 2)P(2).

Calculer les coefficients de f et en déduire que |f(z)| < aq4, pour tout z € 9D.

3.2) On note g(z) = z4f (%) le polyndme auz inverses de f. Montrer que

max |f(2)] = max l9(2)]

3.3) Déduire soigneusement des questions précédentes que mea%( lg(2)] < aq.
z
3.4) En déduire que, pour tout z € C,
2l 21 = |f(2)] < adlzl”.
3.5) Montrer que, pour tout z € C,
2121 = |(1-2)P(2)| > aalz|* (]z] - 1).

et en conclure que les zéros de P sont tous dans D.
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UVSQ 2024/2025

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

28 mars 2025

Examen partiel : un corrigé succinct

1 Un logarithme

1.1) On peut directement faire le calcul en paramétrant les deux demi-cercles et le segment a la fagon habituelle.

On trouve , )
/% B /’f ietdt /1 —dt N /2” ietdt o s
vz Joooet o I=B(=D+t=2) Jr et '

On peut aussi remarquer que le chemin « est (évidemment) C\ {0}-homotope au chemin ¢ suivant : on part de 1,
1

on parcourt simplement le cercle unité une fois dans le sens direct, puis le segment [1,2]. Puisque z + - est
holomorphe sur C\ {0}, I'intégrale cherchée est [ dz = [0 = 2im + ff 4t = 2w +In2.

dz

1.2) La fonction log de I’énoncé est log(z) = / — ou [1 — 2] désigne n’importe quel chemin de U dont
[1—z] ?

lorigine est 1 et I’extrémité est z — la connexité de U garantit l'existence d'un tel chemin, la simple connexité de

U garantit que l'intégrale ne dépend par du choix du chemin choisi. Ainsi, en particulier, puisque le support de -y

est (manifestement) contenu dans U

d
log2:/—Z:ln2+2i7r.
v z

L’ouvert U contient le support du chemin +, ou en tout cas le support d’un chemin C\ {0}-homotope & . Si U est
n’importe quel ouvert connexe et simplement connexe qui contient le support d’un tel chemin, I'unique logarithme
sur U s’annulant en 1 sera donné par l'intégrale ci-dessus. En particulier, la valeur en 2 de ce logarithme sera
toujours l'intégrale de la question 1. Pour donner un sens a la question, il suffit de suggérer par le dessin un ouvert
connexe et simplement connexe qui contienne le support d’un chemin C\ {0}-homotope & ~.

2  Une intégralicule

2.1)
La zone grisée représente V, qui est le lieu des points de coordonnées (z,y) telles
que z2 — y? > 0, c’est-a-dire telles que z — y et x + y soient de méme signe.
VT L’ouvert V' a deux composantes connexes qui sont respectivement
V- Vt={(z,y), v —y>0etx+y >0}
et Vo ={(z,y), x—y<O0etx+y<O0}.
2.2)

A toutes fins utiles, on dessine un V,, ci-contre.
Soient @ > 0, ¢t >0 et z € V. Alors,

—22¢2 R(-2"") _ €7t2§R(z2) < e—at2

‘6 =€

2.3) Soit @ > 0. L’inégalité de la question précédente est une inégalité de domination sur V,. D’une part, pour

tout z € V,, la fonction ¢ - e est (évidemment) intégrable (mesurable suffit, & vrai dire) sur [0, +oo[. D’autre

part, pour tout t > 0, la fonction z — et est (évidemment) holomorphe sur V,. On en déduit, via le théoreme
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sur les intégrales & parametres holomorphes, que f est holomorphe sur V,,. Enfin, puisque V est l'union des V,,
a > 0, cela suffit a prouver que f est holomorphe sur V.

2.4) Soit > 0. Un simple changement de variable sous U'intégrale, en posant s = ¢z, montre directement que

+oo 2,2 +oo 2d 1
f(z)z/ efmtdtz/ e’ —S:fﬁ.
0 0

T z 2

2.5) D’une part, V' est connexe — pour la notation, voir le corrigé de la question 1). D’autre part, les fonctions f
et z — g, toutes les deux holomorphes sur V', sont égales sur ]0, +-o0o[. Enfin, ]0, +0o[ est une partie non discréte

de VT. La principe du prolongement analytique permet alors de conclure que f(z) = 2—\/5 pour tout z € V.

Par ailleurs, f est (évidemment) une fonction paire, ce qui montre que f(z) = 7\2/—5 pour tout z € V—. En

v

Y~ est fausse.
z

particulier, pour tout z € V', la formule f(z) =
+oo ﬁ

Conclusion : I’ensemble des nombres complexes z pour lesquels / e Vdt = o, est 'ouvert
0 z

Vi={2€C, R(2)—3(2) >0 et R(2)+3(z) >0}.

3 Enestrom-Kakeya
3.1) Un calcul direct montre que
d
f(z) =ao+ (a1 —ao) z+ -+ + (ag — ag-1) 2° = Zak*akl 2",

Alors, si |z| =1, la premiére inégalité triangulaire assure que, puisque les aj sont positifs et décroissants, que
[f(2)| <laol +|a1 —ao| + -+ + |ag — ag—1| = ao + (a1 — ap) + -+ - + (ag — ag—1) = aq-
3.2) Pour tout z € OD, |g(2)| = |f (L)], et 2 — 1/z est (évidemment) une bijection de D sur lui-méme. On en

déduit immédiatement que
1
7(2)] = mas oo

3.3) Les deux questions précédentes montrent immédiatement que max l9(2)] < aq. Or, g est (évidemment) une
ze

max | f(2)] = max

fonction polynomiale. En particulier, g est holomorphe sur le disque unité ouvert et est continue sur D. Le principe
du module maximum assure alors que le maximum de |g| sur le compact D est atteint sur son bord 9D, la valeur
de ce maximum étant, on vient de le montrer, inférieure ou égale & a4 : on a démontré que max |g(2)| < aq.

zeD
3.4) On vient de montrer que |g(z)| < aq dés que |z| < 1. Ecrite a 'aide de f, cette inégalité s’écrit :

d

1
|2 <1 = ’f()‘ﬁadx
z

En remplacant z par 1/z, cela s’écrit encore
21> 1 = [f(2)] < adl2|"

3.5) Soit z un nombre complexe de module supérieur ou égal & 1. On vient de voir qu’alors, |f(z)| < aqlz|®. 11
vient successivement

(1=2)P(2)| = |f(2) — aaz*|
> |agzt = [f(2)]
> Jag2t1| ~Jage1

= aqlz|? (|2 - 1),

le premicre de ces inégalités venant de la seconde inégalité triangulaire. Cela montre en particulier que si |z| > 1,
alors P(z) # 0. On a montré que les zéros de P sont tous dans D.
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UVSQ 2024/2025

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

13 mai 2025

Controle continu : épreuve de remplacement

(durée : une heure et demie)

— Bon, il faut l’écrire : aucun document ni aucun instrument électronique n’est autorisé pour cette épreuve —

1 Un calcul d’intégrale [13 points]

Soit v €]0, 1[. L’objet de cette partie consiste & montrer la formule

+oo a
t T
dt = . 1
/0 1+¢2 2cos (%) (L)

Dans toute cette partie, également, on note log 'unique détermination du logarithme sur C\ [0, +00[ qui prend la
valeur im en —1. En outre, pour tout z € C\ [0, 4+00[, on note z* = e* log(2).

1.1) Justifier rapidement mais avec précision que I'intégrale de la formule (1) a du sens.

1.2) Calculer log(i) et log(—3).

1.3) Calculer avec soin les résidus de la fonction z en ses poles.

2
z
1.4) Montrer que pour tous > 0 et y > 0,

(J,‘ +Zy)a _ |x+ Z-y|aeiaarctan(%) ot (.’L‘ _ Zy>o/ _ |$ _ ,L-y‘aeia(%r—arctan(%))

1.5) Lorsque r et R sont des nombres réels vérifiant
0 <r <1< R, on note

Yr,.R
z()é
I r :/ ——dz (2> 'Y ’—/
Yr,R 1 + 22 o
ou v, pr est “le” lacet ci-contre, parcouru une fois dans R —r[ R

K

le sens direct — les lignes droites du support dessiné
représentent des segments paralleles aux axes de coor-
données, la partie courbe représente un demi-cercle.

Expliquer brievement pourquoi 1’énoncé place des
guillemets autour du “le” ci-dessus, et pourquoi I'intégrale
curviligne (2) est définie sans ambiguité.

@ R a
t
1.6) Soit R > 1. Montrer que l'intégrale curviligne de % le long du segment [ir, R+ir] tend vers / H—itzdt
z 0
lorsque r tend vers 0 en restant strictement positif.
1.7) Montrer que l'intégrale curviligne de 152 le long du segment [R — ir, —ir| tend vers —etima / mdt
] 0

lorsque r tend vers 0 en restant strictement positif.
ZQ
1.8) Montrer que 'intégrale curviligne de T2 le long du demi-cercle de centre 0 et de rayon r qui intervient
z

dans 7, r tend vers 0 lorsque r tend vers 0.

N. Pouyanne, UVSQ 2025, LSMA621 1/2



1.9) Montrer que l'intégrale de % le long de la réunion des cing segments [R + ir, R +iR], [R + iR, —R + iR],
z

[-R+iR,—R—iR], [-R—iR,R —iR] et [R — iR, R —ir] qui intervient dans le chemin ~, r tend vers 0 lorsque
R tend vers 4o00.

1.10) Démontrer la formule (1).

2 Validité d’une formule [7 points]

2.1) Dounner le plus grand ouvert de C sur lequel la fonction

™

S 2 cos (%Z)

est holomorphe.

2.2) On note V I’ensemble des nombres complexes z pour lesquels la fonction

tZ

b ——
1+ ¢2

est intégrable sur [0, +oo[. Montrer que V ={z€ C, —1<R(z) < 1}.

2.3) La fonction
“+oo tz
o [
o 1+2?

2.4) La formule (1) est-elle valide pour tout nombre complexe o € V' 7

est-elle holomorphe sur V' 7
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UVSQ 2024/2025

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

13 mai 2025

Epreuve de remplacement : un corrigé succinct

1 Un calcul d’intégrale

, 1;% ~ t*~2 lorsque t tend
vers +o00 et, puisque a < 1, I'intégrale sur [1, +oo[ de la fonction t — t*~2 est convergente. Par comparaison des
intégrales de fonctions positives, cela montre I'intégrabilité demandée.

1.1) En 0, puisque a > 0, I'intégrand se prolonge par continuité — par 0. Par ailleurs

3im

1.2) Puisque i = e et puisque % €]0, 27, on obtient log(i) = %r D’autre part, puisque —i = e"2 et puisque

3% €]0,27[, on obtient log(—i) = 2.

1.3) Les deux poles sont simples. La formule “ f/(’; )) ” g’applique. On trouve directement, en s’appuyant si ’on

g’(

R P e ¢ R 2z _ e™5"
s\ 1320~ 5 © s\ 155271 = 5

1.4) Les nombres x et y étant réels et x strictement positif, on a toujours z + iy = |x + iyle
v

[En cas de doute, écrire pour soi dans un coin z + iy = re’® avec r > 0 et 6 € R et s’assurer que r = | + 1y| et tan @ = £, puis inverser avec

)

veut sur la question 1.2,

iarctan £

I’arctangente en prenant garde au signe du cosinus (du signe de z, en somme).]
Siz > 0ety >0, alors arctan 2 € ]0, %[ et donc log(z + iy) = In|z + iy| + iarctan £, dont on déduit que
(LC + zy)a — |$ + ’Ly|a euxarctan(z).

Toujours si z > 0 et y > 0, alors arctan —¥ € ]f ,O[ et donc log(x —iy) = In |z — iy| + 4 (27r — arctan %), dont on

el eia(2ﬂ'farctan( %)

déduit que (z — iy)* = |z — iy|

1.5) L’intégrale d’une fonction (continue) le long d’un lacet ne dépend pas du choix de l'origine dudit lacet. D’autre
part, par changement de variable sous l'intégrale, I'intégrale d’une fonction (continue) le long d’un chemin ne dépend
que de la classe d’équivalence du chemin. Ces deux propriétés rendent l'intégrale de 1’énoncé indépendante des
choix de l'origine et de la paramétrisation du lacet.

1.6) En paramétrant le segment par le chemin [0, R] — C, t — ¢+ ir, puis en utilisant la question 1.3, on obtient

successivement R R ) X
«@ t -\ t - | icarctan ©
/ 2 2dZ:/ %dt:/ LR "
[ir,R+ir] 1 + 2 o 14 (t+ir) 0 1+ (t+ir)

R @
Lorsque » — 0, r > 0, cette derniere intégrale tend vers / ﬁdt, comme le garantit 1'inégalité de domination
0

1
Vt € [0,R], Vr € {0, 2] ,

|t + ir'aeia arctan ¢

L+ (t+1r)?

el (B4 (241
1+t2—r2 4 2irt] — 24172~ 243

)

cette derniére expression étant celle d’une fonction continue — donc intégrable — sur le compact [0, R].

1.7) En paramétrant le segment par le chemin [—R,0] — C, ¢ — —t — ir, puis en effectuant le changement de
variable t ~ —t sous l'intégrale, puis en utilisant la question 1.3, on obtient successivement

0 . R . R . ia2m—arctan 7

a —t—ir)® t—ir)e t — ir|oei )
/ %dzz_/ %dt:_/ %dt:_/ ¢~ irpreieCren)
(R—ir,—ir] 1 +2 _r 14 (t+ir) o 1+(t—1ir) 0 1+ (t—ir)
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{63

dt, comme le garantit a nouveau 'inégalité

R
Lorsque r — 0, 7 > 0, cette derniére intégrale tend vers —e?™® / e
0

de domination

[-3
2

|t o Z‘T|aeia(27rfarctan %)

|t —ir|® - (2 +1)
1+ (t—ir)?

T2z 2t S 243

1
YVt € [0, R], Vr € {0,2] ,

1.8) On note ¢, le demi-cercle de centre 0 et de rayon 7, parcouru une fois de —ir & ir dans le sens indirect. Pour

tout z dans le support de ¢,

e} (e (o3

o r < r
T2 T 12

z
1+ 22

I'inégalité résultant de la seconde inégalité triangulaire. Ainsi, par majoration standard, puisque o > 0,

(e}
/ z 2dz§ 2><7T7‘—>O.
e L+ 2 1—r r—0

(0%

1.9) On note Cg la partie de ~y, g dont le support est
tracé sur le carré dont les sommets sont R(1+1), —R(1—1),
—R(141) et R(1 —14). Si z dans le support de Cg, alors
R < |z| < RV/2, si bien que, grace & la seconde inégalité

triangulaire, R
(Bv2)"
R2-1"

Ainsi, par majoration standard, puisque a < 1,
zO(
/ Sdz
Cnr 1 + z

1.10) On applique la formue des résidus & I'intégrale curviligne de la question 1.4. On obtient

le%

%R R\/2

<

z
1422

—r

R x4R — 0.

< 9%
S R R 1o

it 3iam
e 2 e 2 o X z
vr €]0,1], VR > 1, 2w - — | =7me 2z (1—¢€T) = —Z__dz.
10,11 (2@ + —22) ( ) /%Rl—i—z2
On fait tendre d’abord r vers 0 en restant strictement positif, puis R vers +o0o. Avec les résutats des questions
précédentes, on obtient
; 4 0 too o
ez (1—e™) = (1—e*m ——dt,
(=) ==y [

ce qui s’écrit encore

7dt = 2 - = = .
1+¢2 TS T Terima T T (ma)  2cos (Z2)

/+°° te o 1 — T sin (%) ™
0 2

2 Validité d’une formule [7 points]

2.1) L’ouvert cherché est le complémentaire des zéros de z — cos (%), a savoir C\ (1 + 2Z).

2.2) Soient t > 0 et z € C. Alors, t* = exp (z1nt) est bien défini et

(R(2)

tZ
’ BN

1+ ¢2
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définit une fonction de ¢ intégrable sur [0, +00] si, et seulement si —1 < R(z) < 1, 'inégalité de gauche garantissant
Foo LR(2)
t

de la convergence en 0 de l'intégrale / mdt, celle de droite étant imposée par sa convergence en +o0o. Cest
0
cela qu’il fallait démontrer.

2.3) Pour tout € €]0, 1], on note
Ve={2€C, —14+ec<R(z)<1l—¢}.
Il suffit de trouver une inégalité de domination pour t > 0 et z € V. pour montrer que la fonction ¢ : z —

+oo z
/0 Wdt est holomorphe sur V., puisque z 13_% est holomorphe sur V., pour tout ¢ > 0. Or,

v v v tZ t?R(z) max {tlff’t71+a}
t>0, VzeV,, =
Tl 142 T 1+¢2
. max{tlfa,t71+5 ., . 1l s 1. .
et la fonction ¢ — — 1 est intégrable sur [0, +00[ — pour davantage de limpidité, on peut rédiger moins

concisément en distinguant les cas ¢t < 1 et ¢t > 1 pour séparer les convergences en 0 et en +00. Ainsi, pour tout
e €]0,1[, la fonction ¢ est holomorphe sur V.. Elle est donc holomorphe sur la réunion des ouvert V. qui est V
tout entier.

2.4) Les deux membres de ’égalité définissent des fonctions de o holomorphes sur V. En outre, comme le montre
la partie 1, ’égalité est vraie sur U'intervalle 0, 1] qui est une partie non discréte du connexe V. Par prolongement
analytique, cela entraine que le formule est valide pour tout o € V.
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Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

21 mai 2025

Examen

— durée : deux heures —

— Bon, il faut l’écrire : aucun document ni aucun instrument électronique n’est autorisé pour cette épreuve —

Dans tout ce texte, si z est un nombre complexe, les symboles R(z) et I(z) désignent respectivement la partie
réelle et la partie imaginaire de z.

1 Elle croit [6 points]

Soient R > 0 et f une fonction holomorphe sur le disque ouvert de centre 0 et de rayon R. Pour tout r € [0, R], on
note
M(r) = max|f(2)]

1.1) Montrer que M est une fonction croissante.

1.2) Est-il vrai que si f n’est pas constante, alors M est une fonction strictement croissante ?

1.3) Calculer M(r) pour tout r € [0, 1[ lorsque f est la fonction f(z) = L.

2 Un apergu de Schwarz-Christoffel [14 points]

Dans toute cette partie, on note

i) D={z€C, |z| <1} le disque unité ouvert et D son adhérence topologique

ii) 7 le lacet du plan complexe défini par V¢ € [0, 27|, v(t) = exp(it)

(

(

(iii) pour tout r > 0, C,. = {z € C, |R(2)| + |S(2)| < r} et C, 'adhérence topologique de C,.

(iv) U = C\ F ou F est la réunion des quatre demi-droites {¢t, ¢t > 1}, {it, t > 1}, {—t, t > 1} et {—it, t > 1}
(

v) v/z la racine carrée principale du nombre complexe z € C\] — 0, 0].

1 r 1

N “
N,

2.1) Montrer que U est 'image réciproque du plan coupé C\] — 0o, 0] par I'application z — 1 — z%.
2.2) Pour tout z € U, on note

d
o~z V1= ¢4
ou la notation [0 ~ z] désigne n’importe quel chemin de I/ dont lorigine est 0 et 'extrémité z. Expliquer brievement
pourquoi la fonction F' est bien définie dans le sens ou U'intégrale ne dépend pas du chemin choisi.
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2.3) Montrer que

1
dt
Vzel, F(z) = —_—
’ ) Z/o V=i

et en déduire que F(iz) = iF(z), pour tout z € U.
1 dt
V- VI—t4

2.5) Montrer que lini F(z) = . On notera encore F' le prolongement par continuité de F 4 Y{U{1}. En particulier,
z—
zeD

1
2.4) Montrer que t — est intégrable sur [0,1]. On note 8 = /
0

F(1)=p>0.

2.6) Soit z=¢" ou g €]0,%].
(i) Montrer soigneusement que 'argument principal de v'1 — 2% est 6 — 7.
(ii) En déduire que

0
3im dt
F(z)—F(l)=¢ 1 —_—
(=) 1) /0 V2 sin 2t

— on argumentera rapidement sur 'intégrabilité de I'intégrand de cette derniere intégrale.

(iii) On note O Vorigine du plan, B le point d’affixe F(1) et M, le point d’affixe F(z). Démontrer que l'angle

—
orienté de vecteurs (B?, BMZ) a pour mesure principale —7.

2.7) En utilisant le résultat de la question 2.3, montrer que F' se prolonge par continuité sur U U {1,i,—1,—i} et
que la restriction de F' au cercle unité induit un homéomorphisme entre 0D et 9Cg. Le dessin ci-dessous résume
la situation.

wa
-

2.8) Soit w € C\ dD. Montrer que

1 F'(z)
/y ﬁdz = Indpoy(w),

2im
ou la notation Indp(w) désigne I'indice du point w par rapport au lacet I'.
2.9) Montrer que la restriction de F' & D induit un difféomorphisme analytique entre le disque ouvert D et le

carré ouvert Cg.

On pourra si on veut s’appuyer sur l’assertion suivante, contenue dans les énoncés du cours et corollaire de la formule des résidus : soit f
une fonction continue sur D, holomorphe sur D et non constante. Soit aussi w € C. Alors, le nombre de z € D solutions de l’équation
f(z) = w, comptées avec leurs multiplicités, égale
g G
2im ol f(C) —w
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UVSQ 2024/2025

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

21 mai 2025

Examen : un corrigé succinct

1 Elle croit

1.1) Soient r et s tels que 0 < r < s < R. Puisque f est holomorphe sur le disque ouvert de rayon s et continue
sur le disque fermé de méme rayon s, le principe du module maximum impose que |f(z)| < max,—, | f| = M (s),
pour tout z vérifiant |z| < s. En particulier, en passant & la borne supérieure sur le cercle de rayon r, on obtient
M(r) < M(s). Cela montre la croissance de M.

1.2) Si M n’est pas strictement croissante, soient r et s vérifiant 0 < r < s < R et M(r) = M(s). Alors, la
restriction de | f| au disque de rayon s atteint son maximum en un point du cercle de rayon r qui n’est pas au bord
du disque de rayon s. Comme ce disque est connexe, cela entraine — en vertu du principe du module maximum —
que f est constante sur le disque de rayon s. Comme ce dernier n’est pas une partie discrete et puisque le disque
de rayon R est encore connexe, cela implique — par prolongement analytique — que f est constante sur le disque
de rayon R tout entier.

1.3) On est dans le cas ot R =1 et f(z) = liz. Si |z| < 1, alors la seconde inégalité triangulaire implique que

|1 — 2] > 1— |z, ou encore que |f(z)| < ==, et donc que M(r) < — pour tout r € [0,1]. Comme f(r) = =

1—|z]? 1—r 1—r

lorsque 0 < r < 1, cela montre que M (r)

1—r"

2 Un apercgu de Schwarz-Christoffel

2.1) On note P(z) = 1 —z% Soit 2 € C. Alors, z € P71 (] — 00,0]) si, et seulement si 2* — 1 € [0, +o0].
Autrement dit, z € P~ (F) si, et seulement s'il existe t > 0 tel que z* = 1 +¢. L’ensemble des solutions de
cette derniere équation est constitué des quatre nombres complexes i*+/1+¢, k € {0,1,2,3}, ce qui montre que
P~ 1(] — 0,0]) = F. 1l s’en suit immédiatement que P~ (C\] — o0, 0]) = U.

2.2) L’ouvert U est étoilé par rapport & lorigine. En particulier, il est connexe par arcs et simplement connexe.
Puisqu’il est connexe par arcs, tout point de U est 'extrémité d’un chemin d’origine 0 — par exemple, le seg-
ment [0, z] paramétré de fagon standard. L’ensemble des chemins dans la définition proposée de F' est ainsi non
vide. Ensuite, U est simplement connexe et la fonction intégrée est holomorphe sur & comme ’assure la question
précédente. Cela garantit que l'intégrale de cette fonction le long de n’importe quel chemin de U ne dépend que
de Vorigine et de I'extrémité de ce chemin, ce qui donne un sens non ambigii a la définition de F.

2.3) On integre le long du segment [0, z] paramétré de facon standard : il vient directement F'(z

)_/1 zdt
~Jo Vi

ce qu'il fallait démontrer. Alors, iF(z).

Fliz) = i /1 dx _ /1 dx
iz) =iz  E—— F 7 - =
0o 1—a%(iz)? 0o V1—axtzt
2.4) La fonction z — ﬁ est continue et positive sur [0,1[. Un outre, ﬁ ~ 11— 2)~2 lorsque z tend
1
vers 1 a gauche de 1, et  — (1 — )~ 2 est une intégrale (de Riemann) convergente en 1. Par comparaison des
intégrales de fonctions positives, cela montre que = +— \/1%7 est intégrable sur [0, 1].

2.5) 1l résulte de la définition de la racine quatrieme et de la seconde inégalité triangulaire que

_ 1 1 1
Vr €0,1], Vz € D, = < ;
0.1 ‘\/1—;10424 VT =224 7 V1 -2t
puisque le dernier membre de cette inégalité est intégrable sur [0,1] — c’est la question qui précede —, cette
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inégalité de domination montre que

1
dt
lim F(z):/ — =5
é%ll o V1—azt
2.6) (i) Avec les notations de I'énoncé, 1 — z* = 1 — e*¥ = —2ie2¥ sin 20 = (2sin 26) ei(20-3). Ainsi, puisque
2sin20 > 0 et puisque 20 — 5 € | =%, %[ C |-, 7[ le nombre 20 — % est I'argument principal de 1 —z*. On obtient

donc sa racine carrée en divisant cet argument par 2, ce qui montre que Arg (\/1 — 24) =0-7
(i) Si dg désigne le chemin ¢ € [0, 6] — e, alors
d¢ O jeitdt o ieitdt six /9 dt
— = Y = —— el —
V1—¢4 0o V1-—etit 0 2sinotei(t—%) 0 V2sin2t

Noter que, puisque 'intégrand est positif et équivalent a 2%/5 lorsque t tend vers 0 en restant positif, et puisque

1
V2 sin 2t

F(z) — F(1) = /5

I'intégrale de Riemann fo % converge, par comparaison des intégrales de fonctions positives, la fonction ¢ —
est intégrable sur [0, 6].

/\_> B
(iii) La mesure (modulo 27) de l'angle orienté de vecteurs (@,BMJ est arg ZE=EW - puigque F(1) > 0,

0—F(1)
cette mesure est aussi arg (— (F(z) — F(1))). Compte tenu de la question précédente, qui montre que I'argument
principal de F(z) — F(1) est ff, la mesure principale de cet angle est %’T -1 =-7.

.. . L
NN

2.7) Les questions 2.3 et 2.5 montrent immédiatement que F' se prolonge par continuité sur & U{1,7,—1, —i} par
les formules F(i¥) = i* F(1) = i* 8, pour tout k € {0,1,2, 3}.

La question 2.6(iii) assure que l'image du quart de cercle {ew, 0<6< g} est contenue dans le segment [8,i0)]
puisque l'angle entre les vecteurs @ et BM, est constant, de mesure principale —7. En outre, puisque la
fonction § — foe \/245?%
homéomorphisme du compact [0, %] sur le segment [3,i3]. Toujours en utilisant la propriété F(iz) = iF(z)
montrée en 2.6, cela entraine que F' induit, par restriction, un homéomorphisme du cercle 9D sur la réunion des
quatre segments [3,if), [i8, —5], [—5, —i0] et [—if3, B], qui constitue le bord de Cp.

F' VE (v ()Y (¢ L(Fory(t) dt

2.8) D’abord, on parameétre, puis on change de variable : / ﬁdz = / Mdt / %.
5 F(z) —w o F(v(t)—w o Fon(t)—w

Ensuite, puisque F est holomorphe sur U et continue sur & U {0,4, —1, —i} et puisque v est de classe C*, la fonc-
tion F o est continue sur [0,27] et de classe C! sur chacun des quatre intervalles ]0,%[, ]%,ﬂ'[, ]71, %”[ et

]‘%’T, 27 [ Ainsi, la fonction F o v est de classe C! par morceaux : c’est une chemin de C. On peut alors écrire

est strictement croissante et continue sur }O, g [, la question 2.6 assure que F' est un

F'(z dz
/ 7()03,2 = / . On reconnait cette derniere intégrale curviligne, qui est 2im Ind po~ (w).
5 F(2) —w Foy 2 — W

2.9) e On montre d’abord que F est injective sur D.
Soit zg € D. Alors, F (z9) ¢ 0Cg = Supp(F o+), puisque F induit un homéomorphisme de 9D sur Cyz. D’apres la
1 F’
formule rappelée par I’énoncé, le nombre de solutions dans D de I'équation F'(z) = F (zq) est — / idz.
2im ), F(z) — F (20)
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D’apres la question précédente, ce nombre vaut Indpo, (F' (20)). Mais la question 2.7 assure que cet indice est 0
ou 1 (le lacet F o« parcourt son support — qui est le brave carré dCg — une fois dans le sens direct), ce qui
montre que 2o est 'unique solution dans D de ’équation F(z) = F'(zp) : on a montré que f est injective sur D.

e On montre ensuite que F'(D) est égal a Cg.

2im (z2) —w
Indpoy(w) = 1, la derniere égalité venant du fait que w € Cz. On a montré que Cz C F(D). Enfin, F' étant
ouverte (elle est holomorphe) et continue, F'(D) est un ouvert connexe de Cg qui contient 0 = F'(0) et qui ne ren-
contre pas 0Cg, puisque F' envoie OD sur dCp : 'ouvert F(D) est contenu dans la composante connexe contenant
0 de Cz \ 0Cp, qui est Cg. On a montré que F(D) = Cpg.
[NB = on peut aussi montrer que F(D) C Cg par le calcul, en s’appuyant sur la formule de la question 2.3.]

1 F’
Soit w € Cps. Alors, a nouveau, le nombre de solutions de l’équation F(z) = w est 7/}7‘&6& =
¥

e Pour conclure : on a montré que F est une bijection holomorphe D — Cjs. C’est donc (automatiquement) un
difféomorphisme analytique entre D et Clj.
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UVSQ 2024/2025

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

27 juin 2025

Examen
— durée : deux heures —

— Bon, il faut l’écrire : aucun document ni aucun instrument électronique n’est autorisé pour cette épreuve —

1 Une intégrale [7 points]

L’objet de cette partie consiste a calculer I'intégrale
T cos(nt
Jn(a) = / 12%
o 1—2acost+a
lorsque a est un nombre complexe non nul de module différent de 1 et n un entier naturel.
1.1) Sit est un nombre réel, factoriser sur C le polynéme X2 — 2X cost + 1.

1.2) Soient a un nombre complexe non nul de module différent de 1 et n un entier naturel. Calculer les résidus

en les poles de la fonction méromorphe

Z'I’L

(z—a)(z—%)'

1.3) Soient a un nombre complexe non nul de module strictement inférieur & 1 et n un entier naturel. En
appliquant la formule des résidus, calculer 'intégrale

Leaen®

ou C' désigne le cercle unité parcouru une fois dans le sens direct.

Z

1.4) En paramétrant convenablement le lacet C', déduire de la question précédente que si 0 < |a| < 1,

ma”

1.5) On suppose que n € N et que a € C a un module strictement supérieur a 1. Calculer J,(a).
1.6) (Bonus) Que se passe-t-il pour J,(a) lorsque le module de a égale 1 ?
2 Les fonctions unitaires sont les produits de Blaschke [13 points]

Dans toute cette partie, on note D = {z € C, |z| < 1} le disque unité ouvert, D son adhérence topologique dans C
et 9D le cercle unité, qui est la frontiere de D.

2.1 Homographies de Blaschke

Pour tout a € C, on note h, la fonction méromorphe
ha(2)

2.1) Montrer que si a # 0, la décomposition de la fraction rationnelle h, s’écrit

ha(2) = % (—1 +1= “'2) .

zZ—a

T 1 a

1—-az
En déduire les poles de h, et calculer leurs modules.
2.2) Montrer que pour tout a € D et pour tout z € C,
2| =1 = |ha(2)] = 1.
2.3) Est-il vrai que h,(0D) = 9D, pour tout a € D ?
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2.2 Fonctions unitaires

Une appelle fonction unitaire toute fonction f continue sur D, holomorphe sur D et qui vérifie f(0D) C dD. La
section qui précede montre que les homographies h, sont des fonctions unitaires lorsque a € D.
2.4) Montrer que toute fonction unitaire f vérifie f (b) C D.

2.5) Montrer que toute fonction unitaire et non constante a au moins un zéro dans D.

[Dans le cas ol une fonction unitaire f ne s’annule pas, on pourra raisonner sur 1/f.]

2.6) On suppose que f est une fonction unitaire qui admet un unique zéro dans D, que 'on note a. On note m
la multiplicité de a en tant que zéro de f. Montrer qu’il existe un nombre complexe u, de module 1, tel que

vz e D, f(z)u(z_a>m.

1—az

2.7) Montrer que I'ensemble des zéros dans D d’une fonction unitaire est fini.

2.8) En s’inspirant par exemple de la question 2.6), montrer que les fonctions unitaires non constantes sont

exactement les produits de la forme
n M
Z — ag
u LTk
H (1 - akz>
k=1

ou n,maq,...m, sont des entiers naturels non nuls, a1,...a, sont des éléments distincts de D et u € 9D.
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UVSQ 2024/2025

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAG621 (analyse complexe)

27 juin 2025

Examen : un corrigé succinct

1 Une intégrale
1.1) X2 _ 2XCOSt+ 1= (X _ eit) (_X _ e_it),

1.2) On note fon(2) = ) Ses deux seuls poles sont a et 1/a — noter que a # 1 puisque |a| # 1. Le

o
(zfa)(zfi
: 45 a” ant! (%)” 1
calcul est immédiat : Res, (fo,n) = -1 = &= et Res1 (fon) = 1 = T

a—= -1 +—a

1.3) L’indice de C par rapport & % est nul puisque a est dans le disque unité ouvert. Ensuite, I'indice de C' par
rapport a a est 1, conséquence de la définition de C. Ainsi, selon la formule des résidus,

= ; _antt
/C mdz = 2im Resq (fan) = QWﬁ'

1.4) On parametre le lacet C par [0,27] — C, t — €. L’intégrale curviligne précédente s’écrit alors

L 27 eint " 27 etnt
——~dz = _ _ ie"'dt = —ai ——dt.
/C(za) (z—1) /0 (eit —a) (e — 1) /0 1 —2acost + a2

a

27 :
sin(nt
Mais pour des raisons de parité et de 2m-périodicité, / (nt) dt = 0 et ainsi

o 1—2acost+ a?

/27r et @t = /27r cos(nt) it = 2/7r cos(nt) it
o 1—2acost+ a? o 1—2acost+ a? o 1—2acost+ a?

En rassemblant ces résultats, on obtient

-1 an-{-l Ta”

1
— X — X 2 = —
2 G0 1 T 1 a2

ce qu’il fallait démontrer.
n

z
1.5) On peut reprendre le calcul précédent en remarquant que intégrale curviligne / dz est

1
c(z—a)(z—7)
symétrique en a et 1/a. On peut aussi mettre a en facteur dans l'intégrale ordinaire, ce qui fournit

Jn(a) = 1 /O’Tcos(nt)dt

a? 1-— % cost + a%
et appliquer la formule fraichement démontrée a 1/a puisque son module est strictement inférieur & 1. Il vient alors

1 s s
)= ey T @1

cos(nt)
(a —e€t) (a— e )

n’est ainsi (évidemment) pas intégrable sur [0, 7].

it

1.6) L’intégrand de J,(a) est . Lorsque |a] = 1, il existe t € [0, 7[ tel que a = e oua = e~

cos(nt)

La fonction t — (@= ) (a =)
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2 Les fonctions unitaires sont les produits de Blaschke

2.1 Homographies de Blaschke

2.1) Pour la décomposition, il suffit de faire le calcul puisque la forme fournie par I’énoncé est une somme de deux
éléments simples. Si a # 0 et |a| # 1, Punique pole de h, est %, dont le module est ﬁ Par ailleurs, hg est entiere
puisque hg(z) = z, pour tout z € C. Enfin, si |a| = 1, h, est constante et n’a donc pas de pdle non plus.

2.2) Si0 < |a| < 1, la fonction h, est holomorphe sur le disque de centre 0 et de rayon 1/]al ; elle est donc définie
sur le cercle unité. En outre, si |z| = 1, alors

z—a z—a 1
he(2)] = = =—=1
Iha(2)] 2Z —az z(z—a) |z
Par ailleurs, le cas a = 0 est immédiat puisque |ho(2)| = |z| pour tout nombre complexe z.
2.3) Sia =0, c’est évident. On suppose que a # 0. L’équation h,(z) = w se résout en z = f’i‘%‘fv Autrement dit,

lorsque a € D, les fonctions h, et h_, sont des bijections réciproques I'une de 'autre du disque ouvert de centre 0
et de rayon 1/|a| sur lui-méme. Ainsi, en prenant I'image par h, dans l'inclusion h_,(0D) C 9D, on obtient que
0D C he(9D). Comme en outre h,(0D) C 0D, cela montre que h, établit une bijection (de classe C°°) du cercle
sur lui-méme : la réponse est oui.

2.2 Fonctions unitaires

2.4) Si f est unitaire, elle est de module constant égal & 1 sur le cercle. Le principe du module maximum entraine
que |f(2)| <1, pour tout z € D, ce qu'il fallait démontrer.

2.5) On suppose qu'une fonction unitaire f ne s’annule pas dans D. Alors, la fonction 1/f est aussi unitaire.
La question précédente assure alors que |f(z)| < 1 et |f(z)| > 1, pour tout z € D. Or, une fonction holomorphe
de module constant est localement constante — c’est une conséquence des équations de Cauchy-Riemann, par
exemple. Donc, puisque D est connexe, f est constante sur D. Comme en outre f est continue sur D, elle est
constante sur D, ce qu’il fallait démontrer.

2.6) Sous les hypotheses de 1’énoncé, soit g la fonction g = f/h7", évidemment holomorphe sur D \ {a}, continue
sur D et de module 1 en tout point du cercle unité. Le développement en série de Laurent de g en a montre que g
se prolonge par continuité en a — wvia la formule g(a) = %f(m)(a) (1 - \a|2)m. Puisque m est l'ordre de f en a,
le nombre g(a) ainsi défini est non nul et la fonction g ne s’annule donc pas sur D. Comme elle est par ailleurs
(évidemment) unitaire, on en déduit, grace a la question précédente, qu’elle est constante : soit u € C tel que

g(2) = u, pour tout u € D. Comme |g(z)| = 1 lorsque |z| = 1, nécessairement, |u| = 1, ce qu’il fallait démontrer.

2.7) Par l'absurde, on suppose que U'ensemble des zéros d’une fonction unitaire f est infini. On en extrait une
partie dénombrable, qui s’indexe en une suite infinie de zéros de f dans le compact D. On en extrait une suite infinie
et convergente dans D. Mais puisque la valeur de f est de module 1 sur le cercle unité, la limite de cette suite est
nécessairement dans D. Les zéros de la fonction f, holomorphe sur D, ont cette limite pour point d’accumulation
dans D, ce qui entraine — par prolongement analytique — que f est nulle sur D, puisque D est connexe. Donc f
est nulle sur D, ce qui contredit le fait que f soit unitaire. L’hypothese que ’ensemble des zéros de f soit infini ne
tient pas, ce qu’il fallait démontrer.

NB : on peut raisonner autrement, mais on ne coupe pas a un argument de compacité. Par exemple, on peut arguer
que f est uniformément continue sur le compact 9D, ce qui montre que f ne s’annule pas hors d’un disque fermé
de rayon r < 1. En particulier, les zéros de f sont dans ce disque compact ; s’il y en a une infinité, ils s’accumulent,
en contradiction avec le principe des zéros isolés.

2.8) Soit f une fonction unitaire. On note aq, ... a, les zéros (distincts) de f — il y en a un nombre fini non nul,

on le sait grace aux questions précédentes — et my, ..., m;, leurs multiplicités respectives. On note alors, pour
tout z € D,
n 2 — ay my
P(z) =  — .
-1 (o)

N. Pouyanne, UVSQ 2025, LSMA621

2/3



En raisonnant comme dans le cas d'un zéro unique, la fonction f/P se prolonge par continuité sur D et définit
ainsi une fonction unitaire qui ne s’annule pas. Elle est donc constante, comme le garantit la question 2.5). Le
module de cette constante est nécessairement 1 puisque f(z) et P(z) ont pour module 1 lorsque z est sur le cercle
unité, ce qui finit de démontrer le résultat.
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Licence de sciences et technologie, santé
LSMAS521 (analyse complexe)

17 novembre 2023

Examen partiel

— durée : une heure et demie —

— L’homotopie de deux chemins ou la connexité d’un ouvert, si on doit s’en servir, pourront
étre affirmées sans justification, a condition qu’elles soient vraies et illustrées par un dessin. —

1 Curvilignes (7 points)

1.1) Quel est le plus grand disque ouvert centré en 0 sur lequel la fonction f, définie par la formule

too LBn+1
F6) =Y ey
n=0

est holomorphe ? Montrer que f'(z) est une fraction rationnelle en z, pour tout z dans ce disque.
1.2) Soit C : [0,1] — C le chemin défini par
vt €[0,1], C(t) = 1 4 2%,

dz
c

1.3) Soit T un lacet dont le support est le triangle de sommets —1, —1 — 5 et 0, parcouru une fois dans le sens
direct. Dessiner le support de T et le support de C' sur un méme dessin, puis calculer

Lo wm) =

2 Majoration standard (5 points)

Dessiner le support de C' et montrer que

Pour tout R > 0, on note I'g la réunion des trois segments
I'r =[R,R+iR|JU[R+iR,—R+iR|U[-R+iR,—R].
2.1) Dessiner I'g et donner trois chemins injectifs du plan complexe dont la concaténation a pour support yg.

2.2) Montrer, en utilisant la seconde inégalité triangulaire et une majoration standard, que
d
R—+4o00 YR 2zl 43

3 Liouville adapté (5 points)

Si z est un nombre complexe, on note §(z) sa partie imaginaire. On note aussi H le demi-plan de Poincaré et D
le disque unité ouvert :
H={zeC, S(2) >0} et D={z€C, |z| <1}.

3.1) Montrer que la formule
(2) z—1
zZ) =
7 z+1

définit une application holomorphe et bijective ¢ : H — D dont la réciproque est également holomorphe.

3.2) En utilisant le théoréme de Liouville et la question précédente, montrer que toute application holomorphe
C — H est nécessairement constante.
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4 PPM et PPA combinés (3 points)

— On note D le disque unité ouvert du plan complexe, D son adhérence,
a savoir le disque unité fermé, et 0D son bord, a savoir le cercle unité —

Soient U = C\ {2, 2, —2, —2i} et f une fonction holomorphe sur U. On suppose que

1

f(OD)C D et f <2> =i.

En combinant le principe du module maximum et le principe du prolongement analytique, montrer que

VzeU, f(z)=i.
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UVSQ 2023/2024

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAS521 (analyse complexe)

17 novembre 2023

Examen partiel : un corrigé succinct

1 Curvilignes

. , . e . L5n+1
1.1) Quel est le plus grand disque ouvert centré en O sur lequel la fonction f, définie par la formule f(z) = Zn 0 m, est

holomorphe ? Montrer que f’(z) est une fraction rationnelle en z, pour tout z dans ce disque.

Le rayon de cette série entiere est m ; le disque cherché est donc le disque de rayon 7. Dans le disque ouvert, on
dérive terme a terme. On trouve, pour tout z dans le disque ouvert,

X om 1

HOEDS o5 b _ 5"

n=0

C’est une fraction rationnelle.

1.2) Soit C : [0,1] — C le chemin défini par Vt € [0,1], C(t) = 1 + 2e%™*. Dessiner le support de C' et montrer que $o = 0.

7(
75— 25

2im

e s

La fraction rationnelle R(z) = —1— a pour poles les e 5 ke {0,...,4}.
Aucun de ces poles n’est sur le support de C, l'intégrale curvﬂlgne est blen
C e . .
définie. Comme le support de C' est contenu dans le disque ouvert de centre 0
et de rayon 7 sur lequel R admet f pour primitive, et puisque C' est un lacet,
\ 1 T Iintégrale de R sur ce lacet est nulle. On peut aussi utiliser le théoréeme de

Cauchy en argumentant que R est holomorphe dans le disque de centre 0 et de
rayon m et que C est homotope a zéro dans ce disque, ce qui entraine la nullité
de l'intégrale.

1.3) Soit T' un lacet dont le support est le triangle de sommets —1, —1 — 5¢ et 1, parcouru une fois dans le sens direct. Dessiner le support

de T et le support de C sur un méme dessin, puis calculer fT (ﬁ - ﬁ) dz

Le support de T ne contient ni —i, pole de la fraction [EnH ni les poles de R :

z+z)° ’
Iintégrale curviligne est bien définie. D’une part, les lacets C et T, tous les

deux passant par —1, sont, quitte & modifier leurs origines, homotopes dans

ik C
Pouvert U = C\ {wezg , keAo,... ,4}} et la fonction R est holomorphe dans /
cet ouvert. Ainsi, grace au théoreme de Cauchy, 1

7{ dz _% dz —0 .
o — 25 075_25_ :

Pour montrer la nullité de cette intégrale, on peut aussi évoquer directement le
fait que T est homotope a zéro dans 'ouvert U sur lequel R est holomorphe. Par
ailleurs, la fonction z € + o admet z — e + IGTqT pour primitive sur C\ {—1}, ce
qui implique que l'intégrale de cette fonction sur le lacet T' est également nulle.

2 Majoration standard

Pour tout R > 0, on note I'r la réunion des trois segments I'r = [R, R+ ¢R] U [R + iR, —R+iR]U [-R + iR, —R)].

2.1 Dessiner I'g et donner trois chemins injectifs du plan complexe dont la concaténation a pour support vg.
] o
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On donne un paramétrage standard de chacun des trois segments parcourus
une fois dans le sens indiqué par la fleche du dessin. Le chemin vy en est la
concaténation.

t 7" Segment [R,R+iR]: t+> R+itR
Segment [R+iR,—R+iR]: t— R+ iR —2tR
R Segment [-R +iR,—R] : t —» —R+ iR —itR
2.2) Montrer, en utilisant la seconde inégalité triangulaire et une majoration standard, que limgr_, o f_YR z?jrg = 0.

Pour tout z dans I'g, le dessin montre immédiatement que |z| > R — ce que 'on montre aisément par le calcul,
par ailleurs. Ainsi, dés que R > v/3 et que z € I'g, on a la majoration

1|1
ZT+3| 7 RT-3

Par majoration standard, puisque la longueur de v est 4R, on obtient

% dz < 4R 0
on 273 T RT =3 Rotoo

3 Liouville adapté

Si z est un nombre complexe, on note I(z) sa partie imaginaire. On note aussi H le demi-plan de Poincaré et D le disque unité ouvert :
H={z€C, I(2) >0} et D={z€C, |z| <1}.

z—1

z+1

3.1) Montrer que la formule p(z) = définit une application biholomorphe ¢ : H — D.

© est une fraction rationnelle : elle est holomorphe sur C\ {—:} D H, donc sur H. En outre, ¢’est une homographie

dont la réciproque est ’homographie v : z — —zjﬂ comme le montre un calcul immédiat.

Si z € H, alors, puisque I'axe réel est la médiatrice de {+i}, la distance de z & ¢
i est strictement inférieure a la distance de z & —i, ce qui se traduit par |p(z)| < 1,
ou encore par ¢(z) € D. On peut aussi voir cela par le calcul, en écrivant par
exemple que

2P+ 1-23(2)
22414 29(2)]

zZ—1
zZ4+1

—1
ce nombre étant strictement inférieur & 1 dés que (z) > 0.
On a montré que (H) C D. Pour obtenir I’égalité, il reste & montrer par exemple que (D) C H. Le calcul

z+1 1— |z
i -
z—1 |z — 12

3(0(:) =3

le montre immédiatement.

3.2) En utilisant le théoréeme de Liouville et la question précédente, montrer que toute application holomorphe C — H est nécessairement

constante.

Soit f : C — H une application holomorphe. Alors, po f est une application entiére dont 'image est dans D. Donc
elle est bornée. Le théoreme de Liouville assure alors que o f est constante. Puisque ¢ est bijective, cela entraine
que f est constante.

4 PPM et PPA combinés

On note D le disque unité ouvert du plan complexe, D son adhérence, & savoir le disque unité fermé, et D son bord, & savoir le cercle unité.
Soient U = C\ {2,2i, —2, —2i} et f une fonction holomorphe sur U. On suppose que f(dD) C D et f (%) = 4. En combinant le principe du

module maximum et le principe du prolongement analytique, montrer que Vz € U, f(z) = 1.
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L’hypothese f(0D) C D dit que |f(z)| < 1 pour tout z sur D. Or, 1 € D et
’ f (%)| = 1. Puisque f est holomorphe sur D, le principe du module maximum
assure que f est constante, égale a f (%) = i sur le connexe D. Par prolongement
analytique, puisque U est un connexe qui contient D, I’application f est constante
— égale a ¢ — sur U tout entier.
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Licence de sciences et technologie, santé
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15 décembre 2023

Controle continu : épreuve de remplacement

(durée : une heure et demie)

1 Petites questions (8 points)
— On prendra garde, ici plus encore que dans les autres parties, de détailler soigneusement l’argumentation —

1.1) Peut-on trouver un ouvert U de C, non simplement connexe, et une fonction f holomorphe sur U, non
constante, qui admette une primitive sur U ?

1.2) Soit V. = C\ {z €R, |z| > 1}. Dessiner V. Combien existe-t-il de fonctions f, holomorphes sur V, qui

vérifient
Vz eV, f(z)° = (2" —2)cosz ?

1.3) Pour tout z € C, on note

(i) La fonction H est-elle bornée ?

(i) La fonction

g:zn—)H(z)+H<i>

admet-elle en 0 un faux point singulier, un poéle, ou un point singulier essentiel 7

2 Arctangente (4 points)

Soit U V'ouvert de C défini par
U=C\ {iz, z R, |z| >1}.

2.1) Dessiner U.

2.2) La fonction arctangente, c’est bien connu, est une fonction holomorphe sur U, qui vérifie

1
14 22

D Vzel, diz (arctan z) =
() arctan(0) =0

Donner un argument qui montre que arctangente est 'unique fonction analytique sur U qui vérifie les deux condi-
tions (1) et (2).
2.3) Quel est 'ensemble des nombres complexes z pour lesquels arctan z et arctani sont simultanément définis 7

2.4) Donner un ouvert de C sur lequel 'application z — arctan z + arctan % est constante, et donner la valeur de
cette constante.
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3 Cylindrique de Bessel (8 points)

e e (5 (- 1))

Pour tous n € Z et z € C, on note aussi J,,(z) le n® coefficient du développement en série de Laurent & I’origine de
w — B(z,w), si bien que

Pour tous z € C et w € C\ {0}, on note

—+00
z 1
ei(v—%) = S Tu(zwn. (1)
n=—oo
3.1) Soit z € C. Sur quelle couronne ouverte maximale le développement en série de Laurent (1) est-il valide ?
3.2) Montrer que, pour tout n € Z et pour tout z € C,
1 e3(v=3)

J, = — —d 2
TL(Z) 227T C(O’l) ’U}n+1 w ( )

ou C(0,1) désigne le cercle unité parcouru une fois dans le sens direct.

3.3) Montrer que pour tous w, z € C,

e%(w_%)

wn+l

—S(w)S(2)

lw=1= =e

ol & désigne la partie imaginaire.
3.4) En déduire que J,, est une fonction entiére, pour tout n € Z.

3.5) Soit n € Z. En appliquant la formule des résidus & l'intégrale (2), montrer que .J,,(2) est le coefficient de w=!

dans la série de Laurent (en w)
(_l)k EN™  m—2k—n—1
2 Kl (m — k)] (2) v

m,k>0
k<m

et en déduire que le développement en série entiere de J, a l'origine est

“+o0
(,1)16 2\ 2k+n
Inl2) :];)k!(n—i-k)! (5) ‘

[Dans cette question dans laquelle les formules visées sont donnés, on apportera un soin particulier auz calculs
dans leur minutie, dans leur concision et dans leur exactitude.]

*Bref, calculez sans erreur, court et sans bluff !
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UVSQ 2023/2024

Licence de sciences et technologie, santé
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15 décembre 2023

Epreuve de remplacement : un corrigé succinct

1 Petites questions

1.1) Peut-on trouver un ouvert U de C, non simplement connexe, et une fonction f holomorphe sur U, non constante, qui admette une
primitive sur U ?

Oui, il suffit de prendre U = C\ {0} et f(z) = z qui est la dérivée de z — 222

1.2) Soit V.= C\ {z €R, |z| > 1}. Dessiner V. Combien existe-t-il de fonctions f, holomorphes sur V, qui vérifient ¥z € V, f(z)° =

(2 —2) cosz ?

La fonction g : z — (22 — 2) cos z a pour zéros +v/2 et les zéros de cosinus qui
sont tous réels et ont une valeur absolue strictement supérieure a 1. Donc f ne
s’annule pas sur . Comme U est simplement connexe, f admet donc une racine
cinquietme f; € O(U), c’est-a-dire une solution de I'équation fP = g. Comme U
est connexe, elle en admet exactement cing qui sont les fonctions wf; ou w est
une racine cinquieme de I'unité.

1.3 Pour tout z € C, on note H(z) = — % + +oo 27 . (i) La fonction H est-elle bornée ? (ii) La fonction g : z — H(z)+ H 1) admet-elle
2 z

n=1 nm

en 0 un faux point singulier, un péle, ou un point singulier essentiel ?

(i) Le rayon de la série entiere qui définit H est (évidemment) infini. Ainsi, H est une fonction entiere. Si elle était
bornée, le théoreme de Liouville lui imposerait d’étre constante. Or,

1T _an 1

1
H(O0)=0 et H(1):—§+1+Zzn—nz§>o,
n=2

ce qui montre que f n’est pas constante.

[Noter que le fait que le développement en série entiere de H en 0 ne soit pas constant montre directement que f
n’est pas constante, par unicité du DSE.]

(ii) Puisque H est entitre, g est holomorphe sur C\ {0}. Son développement en série de Laurent & 'origine est

La série des termes & puissances négatives de z n’est pas presque nulle ; donc 0 est un point singulier essentiel de g.

2 Arctangente

Soit U 'ouvert de C défini par U = C\ {iz, z € R, |z| > 1}.

2.1) Dessiner U.

N. Pouyanne, UVSQ 2024, LSMA521 1/3



2.2) La fonction arctangente, c’est bien connu, est une fonction holomorphe sur U, qui vérifie D Vz € U, % (arctan z) = ﬁ et

arctan(0) = 0 Donner un argument qui montre que arctangente est 'unigque fonction analytique sur U qui vérifie les deux conditions (D) et 2.
Si F est une fonction vérifiant (1) sur U, alors la fonction F' — arctan a une dérivée nulle sur ¢/. Comme U est
connexe, cela entraine que F — arctan est constante. La condition (2) impose alors que cette constante soit nulle.
1
z
Pour définir 1, il faut et il suffit que 2z # 0. L’image de {iz, = € R, |z| > 1} par z — L est [—i,i] \ {0}. Ainsi,
arctan z et arctan 1 sont simultanément définis si, et seulement si z € C \ iR.

2.3) Quel est ’ensemble des nombres complexes z pour lesquels arctan z et arctan = sont simultanément définis ?

2.4) Donner un ouvert de C sur lequel 'application z — arctan z + arctan% est constante, et donner la valeur de cette constante.

On dérive : pour tout z € C\ iR,

111
Sl 24 (L

d 1
— | arctan z + arctan — =0.
z

dz

Ainsi, I'application h : z — arctanz + arctan% est constante sur tout connexe ou elle est définie. Par exemple,

elle est constante égale a h(1) = T sur {z, R(z) >0} ; elle est également constante égale a h(—1) = —% sur

{z, R(z) < 0}. ’ ’

3 Cylindrique de Bessel

Pour tous z € C et w € C\ {0}, on note B(z,w) = exp (5 (w — +)). Pour tous n € Z et z € C, on note aussi J,(2) le n® coefficient du

w
développement en série de Laurent & 'origine de w — B(z, w), si bien que

“+oo
(%) = 37 gaan. (1)

n=-—oo

z
e2

3.1) Soit z € C. Sur quelle couronne ouverte maximale le développement en série de Laurent (1) est-il valide ?

Selon le théoreme de développement en série de Laurent des fonctions holomorphes sur une couronne, puisque
w +— B(z,w) est holomorphe sur la couronne C\ {0}, le développement en série de Laurent (1) est valide sur

C\ {0}.

3.2) Montrer que, pour tout n € Z et pour tout z € C,

J 1 eé(w*%)d ,
n(z) = % co) T w (2)

ou C(0,1) désigne le cercle unité parcouru une fois dans le sens direct.

C’est la formule de Cauchy — sous la forme de I'expression intégrale des coefficients du développement en série de
Laurent de w +— B(z,w)).

o3 (=)

—<F I3 N s . . . .
T = ¢~ S(WS() o4 & désigne la partie imaginaire.
or

3.3) Montrer que pour tous w, z € C, |w| =1 =

Soient z,w € C avec |w| = 1. Alors, successivement,

—S(w)S(2) )

e%(wfi) —
| = e

e%(wfw) ’ =

123 (w) | S(w)R(iz)
T e ()’,(g()(),

3.4) En déduire que J,, est une fonction entiére, pour tout n € Z.

Soit n € Z. Soient R > 0 et z dans le disque fermé de centre 0 et de rayon R, que l'on note D(0,R). Alors,
|S$(2)] < R. Ainsi, pour tout z € D(0, R) et pour tout w dans le cercle unité, puisque |S(w)| < 1, on a
e%(w_i)
<e

R
wnJrl — :
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C’est une inégalité de domination pour l'intégrale (curviligne, aprés paramétrisation) (2). Ainsi, puisque z —

z 1
(1)

—71— est holomorphe sur le disque ouvert D(0, R) (notation évidente), la fonction .J est holomorphe sur D(0, R).
Comme cela est vrai pour tout R > 0, on en déduit que J,, est entiere.

3. 5) Soit n € Z. En apphquant la formule des résidus & intégrale (2), montrer que Jy,(z) est le coefficient de w™' dans la série

de Laurent (en w) Zm k>0k'(m k), ( )m m—2k=n-1 ot en déduire que le développement en série entiére de J, & lorigine est Jn(z) =

Zk 0 W ( )2k+n-

zZ (-1
% est Porigine. Puisque 'indice de lorigine C'(0,1) est 1, le
z (w1
théoréme des résidus assure que l'intégrale (2), savoir J,(z), est le résidu en 0 de la fonction w +— % Pour

1
z(w-1)

le calculer, il suffit de trouver le coefficient de w~! dans le développement en série de Laurent de w T
On y va : ce développement, valide pour tout w # 0, est

A () e S A (E ()

Pour tout z € C, le seul point singulier de w —

k=0
Puisque la convergence de cette série de fonctions de w est absolue — elle est normale sur tout compact de
C\ {0} —, on peut regrouper et réordonner les termes sans vergogne. Puisque #(ZL) = m, on obtient la

formule demandée : le résidu cherché est le coefficent de w™! dans la série de Laurent
(—1)F (Z)m m—2k—n—1
2 Hom i ka) ®)
m, k>0
k<m
Pour calculer J,(2), il suffit d’extraire le coefficient de w~! dans (3). Ce coefficient est

2 lc!((yqzl—)lc)!@)mwm%nl Z k' () Zk'n—i—k ()2k+n

0<k<m
m—2k—n—1=—1 m= n+2k

ce qui est a formule cherchée, valide pour tout z € C.
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11 janvier 2024

Examen

— durée : deux heures —

— L’homotopie de deux chemins, la connexité ou la simple connexité d’un ouvert, si on doit s’en servir,
pourront étre affirmées sans justification, a condition qu’elles soient vraies et illustrées par un dessin. —

1 Un point singulier (2 points)

T
La fonction z — cos (—2) a-t-elle un pole en 0 ?
z

2  Un calcul d’intégrale par la méthode des résidus (8 points)

Soit x €]0, 1].

Tz

1+e?

2.1) Quelle est la partie du plan complexe formée des points en lesquels la fonction z +— n’est pas

holomorphe 7

ewz
1+4e*

2.3) Pour tout R > 0, on note Sg “le” chemin du plan complexe consistant & parcourir une fois le segment
[2im + R, 2im — R]. Donner une paramétrisation de Si et montrer que

R
]{ o7 b — _eziwz/ idt
Sk 1 —+ e? _R 1 + et )

2.4) Pour tout R > 0, on note yg “le” chemin du plan complexe consistant & parcourir une fois le rectangle de
Tz

2.2) Calculer le résidu en 7 de la fonction z —

sommets (R, R+ 2im,—R + 2im, —R) dans le sens direct. Utiliser la formule des résidus en intégrant z — pe
e

+o00 xt
e T
dt = 1
/_ 1+ et sin 7w (1)

o0

le long de yr pour démontrer la formule

— on prendra soin de bien argumenter toutes les étapes du raisonnement, notamment 1’étude de I'intégrale curviligne
le long de chacun des quatre cotés du rectangle.

2.5) (Question hors baréme, points de bonus)
La formule (1) est-elle encore vraie lorsque x est un nombre complexe dont la partie réelle est dans I'intervalle |0, 1] ?
Pourquoi limiter la question a cette bande ouverte ?
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3 Formule des compléments (10 points)

Introduction
La fonction Gamma d’Euler, notée I', est une fonction holomorphe sur 'ouvert C\ Z<_; qui est le complémentaire
dans C de 'ensemble des entiers strictement négatifs. Elle vérifie les trois propriétés suivantes :

(FI) Vz€C, (R(z) >0) = (F(z) = /+OO t21etdt>
(EF) Vz€ C\Z<_1,T(2+1) =2I(2)
(VP) T'(3) = V7.

L’objet de cette partie est de démontrer la formule des compléments d’Euler :

™

Vze C\Z, T(z)I'(1-2) =

sinmwz

3.1) Donner un argumentaire qui justifie qu’il ne peut pas y avoir deux fonctions holomorphes sur C \ Z<_;
distinctes qui vérifient simultanément (FI), (EF) et (VP).

3.2) Montrer que la fonction
fiz—TEITA-2)

est holomorphe sur C\ Z et vérifie
Vze C\Z, f(z+1) = —f(2).

En déduire que f est 2-périodique.
1

3.3) En utilisant I’équation fonctionnelle (EF), montrer que la fonction z — I'(z) — — se prolonge en 0 en une
z

fonction holomorphe sur 'ouvert {z € C, |R(z)| < 1}.

3.4) En déduire soigneusement que la fonction

™

d:z—T()I'(1-2)—

sin 7z
est entiere.

3.5) On note B = {z € C, |3(2)] <1}. Montrer que d est bornée sur {z € C, |R(z)| <1et |I(2)] <1}. En
déduire que d est bornée sur B.

3.6) Onnote A={zeC, |3(z)]>1} et g lapplication

gz — .
sinmz

(i) Montrer que pour tout z € C,

|sin z|* = sin® R(z) + sinh® 3(z)
ol R(z) et I(z) désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de z.
(ii) En déduire que g est bornée sur A.

3.7) En utilisant I’équation fonctionnelle (EF), montrer que I" est bornée sur {z € C, 0 < R(z) <1 et |I(z)| > 1}.
En déduire que f est bornée sur A.

3.8) Déduire des trois questions précédentes que d = f — g est bornée sur C.

3.9) Réunir les arguments des questions précédentes pour démontrer soigneusement la formule des compléments.
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11 janvier 2024

Examen : un corrigé succinct

1 Un point singulier
T
La fonction z — cos (z—2> a-t-elle un pole en 0 ?

Le développement en série de Laurent sur C \ {0} de cette fonction est
™ (—=1)nx2n (1
o (5) =% S (=)
n>0

L’infinité de termes non nuls du c6té des puissances négatives de z montre que 0 est un point singulier essentiel de
la fonction. La réponse est donc non.

2 Un calcul d’intégrale par la méthode des résidus

Soit = €]0, 1.

1+e
La fonction est (évidemment) holomorphe partout ol elle est définie, c’est-a-dire sur le complémentaire des solutions
de I’équation e* + 1 = 0. La partie cherché est le fermé im + 2inZ.

eT?

2.1) Quelle est la partie du plan complexe formée des points en lesquels la fonction z — - n’est pas holomorphe 7

2.2) Calculer le résidu en i7 de la fonction z — .
1+ ez

Le nombre im est pole simple de la fonction, qui s’écrit comme un quotient 5 ou f et g sont holomorphes au

J,(é:)) Dans le cas présent, le

voisinage de im, et ol im est zéro simple de g. Un tel résidu se calcule via la formule
résidu cherché est —e?™®.

2.3) Pour tout R > 0, on note Sg “le” chemin du plan complexe consistant & parcourir une fois le segment [2iw + R, 2¢w — R]. Donner une

. . . Tz 37t xt
paramétrisation de Sg et montrer que st Trezdz = —eZiTe f}? liret dt.

Une paramétrisation possible : Sg : [-R, R] — C, t — 2im — t. Alors,

eTZ R e2imT—at ] R et
SR1+€Z 7Rl+€”r_ 7R1+€_

et on tombe sur le résultat cherché en changeant de variable sous 'intégrale (¢ ~ —t).

2.4) Pour tout R > 0, on note yr “le” chemin du plan complexe consistant & parcourir une fois le rectangle de sommets (R, R + 2imw, —R + 2im, —R)
Tz

dans le sens direct. Utiliser la formule des résidus en intégrant z —

T e le long de vr pour démontrer la formule
e

too Tt T
/ dt = — (1)
oo l+et sin Tx

— on prendra soin de bien argumenter toutes les étapes du raisonnement, notamment ’étude de l’intégrale curviligne le long de chacun des

quatre cotés du rectangle.
c.’L‘Z

Pour tout R > 0, on écrit l'intégrale fm 17e=dz de deux fagons : T'une avec la formule des résidus, l'autre en
décomposant le lacet en les quatre segments dont il est le concaténé.
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L’unique pdle de l'intégrand par rapport auquel 'indice de yg n’est pas nul est iw. Le calcul plus haut montre, par
la formule des résidus, puisque l'indice de yg par rapport a im vaut 1, que pour tout R > 0,

eCL‘Z .
?{ —dz = —2ime'™".
TR L+e

La somme des deux intégrales le long des segments horizontaux est — avec les notations du cours, pour faire bref —

e e’ 2imx " ewt
s(-r,r) L te S(2in+R,2in—R) 1 T ¢€ _rl+te

+oo xt
e
La limite de cette derniere intégrale lorsque R tend vers +oo est / ﬁdt ; en effet, puisque 0 < z < 1, la
e
—00
fonction ¢ — f_%;dt est intégrable (au sens de Lebesgue) sur R.

Enfin, les deux segments verticaux : d’une part, par majoration standard, en utilisant la seconde inégalité trian-
gulaire,

ex? ewR
/ dz| <2 — 0
S(R’R+2i7.r) 1 + e & _ 1 R—4o00

D’autre part, toujours par majoration standard, en utilisant a nouveau la seconde inégalité triangulaire,

eT? eme
S(2in—R,—R) 1 +€* 1—e R Ryt

En réunissant les calculs de limites (R — 400) ci-dessus, on trouve que

) ) +o00o eTt
—2ime’™ = (1 — 2™ ——dt
1+et "
—0o0
ce qui s’écrit encore
+oo eTt eiﬂm 1 T
_eo l+4e 1 — esrme e~ImT — T gin

2.5) (Question hors baréme, points de bonus)

La formule (1) est-elle encore vraie lorsque z est un nombre complexe dont la partie réelle est dans l’intervalle ]0,1[ ? Pourquoi limiter la
question & cette bande ouverte 7

La réponse est oui. Deux facons de procéder. On peut reprendre les calculs ci-dessus est le adapter au cas ou x est
un complexe dont la partie réelle est dans 'intervalle |0, 1[. Autre fagon de faire : on peut montrer que I'application

Z fj—f: fj;t dt est holomorphe sur la bande {z, 0 < R(z) < 1}, ce qui repose sur 'inégalité de domination
et et?R(ac) eat ebt
VreC, a <R(zx) <b= = < 1 1
veC asio) < ‘1+6t 14+et — 1+et t§0+1+6t 100

valide pour tous a et b réels vérifiant 0 < a < b < 1. Comme la fonction du membre de droite est une fonction de
t intégrable sur R et indépendante de x, cela montre I’holomorphie proclamée plus haut. Comme z — ="— est
aussi holomorphe sur cette bande, on conclut par prolongement analytique puisque I'intervalle |0, 1] est une partie
non discrete de la bande {z, 0 < R(z) < 1}.

Lorsque la partie réelle de = égale 0 ou 1, I'intégrale n’a pas de sens — ni au sens de Lebesgue puisque I'intégrand
n’est pas intégrable sur R, ni au sens de Riemann puisque I'intégrale fj, calculée en intégrant par parties (prendre
une primitive de t — e®*) n’a pas de limite lorsque a — —cc ou b — +00.
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3 Formule des compléments

Introduction La fonction Gamma d’Euler, notée I, est une fonction holomorphe sur 'ouvert C\ Z<_; qui est le complémentaire dans C de
I'ensemble des entiers strictement négatifs. Elle vérifie les trois propriétés suivantes : (FI) Vz € C, (R(z) > 0) = (F(z) = /+0<> tzileftdt>
(EF) Vz € C\Z<_1, I'(2+1) = 2I'(2) (VP) I'(3) = /7. L'objet de cette partie est de démontrer la formule des compl(e)'ments d’Euler :
Vz € C\Z, T(2)I'(1 —z2) = =

Sin 7z
3.1) Donner un argumentaire qui justifie qu’il ne peut pas y avoir deux fonctions holomorphes sur C \ Z<_; distinctes qui vérifient simul-
tanément (FI), (EF) et (VP).

Deux fonctions holomorphes sur C \ Z<_; qui vérifient (FI) coincident sur le demi-plan {z € C, #(z) > 0} qui
n’est pas une partie discréte de C. Par prolongement analytique, puisque C \ Z<_; est connexe, elles sont égales.

3.2) Montrer que la fonction f : z — I'(2)I’(1 — z) est holomorphe sur C \ Z et vérifie Vz € C\ Z, f(z+ 1) = —f(z). En déduire que f est
2-périodique.

La fonction I' est holomorphe sur C\ Z<_1, donc sur C\ Z ; la fonction z — I'(1 — z) est holomorphe sur C\ Z>_1,
donc sur C\ Z. Donc f, qui est le produit de ces deux fonctions, est holomorphe sur C \ Z. Ensuite, on calcule :

si z n’est pas entier,
I'(1-2)
fz+1)=T(z+ 1)I'(—2) = 2I'(2) x - = —f(2).
Enfin, si z n’est pas entier, f(z +2) = f((z+1)+1) = —f(2 + 1) = f(z), ce qui montre que f est 2-périodique.

3.3) En utilisant I’équation fonctionnelle (EF'), montrer que la fonction z — I'(z) — i se prolonge en 0 en une fonction holomorphe sur
z
Pouvert {z € C, |R(z)|] < 1}.
On suppose que —1 < R(z) < 1 et que z # 0. Alors, puisque z — I'(z+1) est holomorphe sur {z, —1 < R(z) < 1}
et puisque I'(1) =1,
I'z+1) TQ)+zh(z) 1

I'(z) = = =~ 4 h(z

()= =2 : ~+h(2)
ou h est une fonction holomorphe sur —1 < £(z) < 1 — qui vérifie h(0) =I"(1). C’est cela qu’il fallait démontrer.
3.4) En déduire soigneusement que la fonction d : z — T'(2)I'(1 — 2) — ;75 est entiére.

La fonction d est évidemment holomorphe sur {z € C, |R(z)| < 1}\ {0}. Le développement limité en 0 de d s’écrit

1 0 1 1
d(z) = (Z +0(1)> X (1 + 0(2)) 100 = (Z +0(1)> ~(1+0(1) € O(1),
ce qui montre que 0 est un faux point singulier de d. Ainsi, d se prolonge ainsi par continuité en une fonction
holomorphe sur la bande {z € C, |R(z)| < 1} ; on note encore d ce prolongement. Ensuite, on utilise le fait que
f(14+2z) = —f(2), et donc que d(1+42z) = —d(z) pour tout z non entier : puisque —1 < R(2) <1 <= 0< R(1—-2) <
2, on déduit de ce qui précede que d est holomorphe sur {z € C, —1<R(z) <1} U{z€C, 0 <R(z) <2} =
{z€C, —1<R(z) < 2}. Puisque d est 2-périodique et puisque cette derniére bande ouverte a une largeur stricte-
ment supérieure a 2, cela montre que d est entiere.

3.5) On note B = {z € C, |3(z)| < 1}. Montrer que d est bornée sur {z € C, |R(z)| <1 et |I(z)| < 1}. En déduire que d est bornée sur B.

Puisque d est entiere, elle est continue — donc bornée — sur le compact {z € C, |R(2)| <1 et |I(z)| < 1}. Puisque
d est 2-périodique, elle est bornée sur la réunion

UJ{zeC 2n-1<|R(z)| < 2n+1et [S(2)] <1}
nez

qui est exactement la bande fermée B.

3.6) On note A = {z € C, |S(z)| > 1} et g I'application g : z —> (i) Montrer que pour tout z € C, |sin z|? = sin? R(z) + sinh? I(z)

ol N(z) et F(z) désignent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de z. (ii) En déduire que g est bornée sur A.

(i) On note z = R(2) et y = I(2). Alors, sin z = sin(x+iy) = sin z cos(iy)+cos z sin(iy) = sin x cosh y+i cos x sinh y
et en passant aux modules, |sin z|” = sin? (1 + sinh? y) + (1 — sin? x) sinh? y = sin® z + sinh® y, cqfd. (ii) On en
s

déduit que si [S(2)| > 1, alors |sin z|> > sinh? 1, et donc que | 2| < 55— Cela montre que g est bornée sur A.

sinmz
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. n utilisant 1’équation fonctionnelle , montrer que est bornée sur {z € C, < z)<let |S(2) > . n déduire que est
3.7 E ili Ié i f i lle (EF r b & C,0<®R <1 & >1 En dédui

bornée sur A.

Soit z € C vérifiant 0 < R(z) < 1 et [S(z)| > 1. Alors, [T'(z)| = ‘M’ D’une part,

z

400 400 1 +oo 1
/ tze_tdt‘ g/ t%(z)e_tdtg/ e_tdt—i—/ te tdt =1+ -
0 0 0 1 €

et, d’autre part, |2| > 1 — faire un dessin de {z € C, 0 < R(z) < 1et |I(z)| > 1}. Ainsi, [[(z)| <1+ 2.

Si z € C vérifie 0 < R(z) < 1 et |I(2)] > 1, alors 1 — z vérifie aussi 0 < R(1 —2) < 1 et |F(1—2) > 1.
On en déduit que [T'(1 —z)| < 1 et donc que |T'(2)T'(1 — z)| < 1, ce qui montre que f est bornée sur le fermé
{z€C, 0<R(z) <1let |I(z)| >1}.

T(s+1) =

Pour en déduire que f est bornée sur A, on utilise d’abord ’équation fonctionnelle f(z + 1) = —f(z) qui montre
que f est bornée sur {z € C, —1 < R(z) < 1et |S(z)| > 1}, puis enfin la 2-périodicité de f qui entraine que f est
bornée sur A.

3.8) Déduire des trois questions précédentes que d = f — g est bornée sur C.

On a montré que d = f — g est bornée sur 5. En outre, on a montré que f et g sont toutes les deux bornées sur A,
ce qui montre que d l'est aussi. Cela entraine que d est bornée sur AU B = C.

3.9) Réunir les arguments des questions précédentes pour démontrer soigneusement la formule des compléments.

La fonction d est entiere et bornée : le théoreme de Liouville assure qu’elle est constante. Comme, par ailleurs,

TORIORO R

cette constante est nulle, ce qui finit de prouver la formule des compléments.
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UVSQ 2023/2024
Licence de sciences et technologie, santé

LSMAB21 (analyse complexe)
19 juin 2024

Examen

— durée : deux heures —

— Bon, il faut l’écrire : aucun document ni aucun instrument électronique n’est autorisé pour cette épreuve —

1 Une inégalité de Jensen [7 points]

Soient R > 0, f une fonction définie et continue sur le disque fermé D = {z € C, |z| < R}, holomorphe sur le
disque ouvert D = {z € C, |z| < R} et qui vérifie f(0) # 0. On note z1,29,...,2, les zéros de f dans D, en
prenant en compte leur multiplicités dans le sens ou si un zéro de f est de multiplicité m, il apparait m fois dans
la liste z1, 2z9,..., 2n.

L’objet de cette partie consiste a montrer que, sous ces hypotheéses, l’inégalité
17O < 10D 12, ) o )
= Rn 1 2 n

est valide, ot l'on a noté || fllop = sup {|f(2)|, |z| = R}. Dans Uhypothése ot f ne s’annulerait pas dans D,
Uassertion est vraie en convenant que n = 0 et que le produit |z1||z2| ... |zn| égale 1.

1.1) Justifier rapidement que ||f||lop # +oc.
1.2) Quel théoreme du cours permet de conclure immédiatement lorsque n =0 7

1.3) On note g la fonction définie sur D par
—= R (2 — 2)

Montrer que ¢ est continue sur D et holomorphe sur D.

1.4) On note h = 5. Montrer que h est continue sur D et holomorphe sur D.
R(w—z)
R?—wz .
maximum, en déduire que |h(z2)| < || f|l5p, pour tout z € D.

1.5) Montrer que est de module 1 lorsque |z| = R et |[w| < R. En appliquant le principe du module

1.6) Calculer g(0) et en déduire l'inégalité (1).

1.7) (Hors baréme, un peu brutalement, pour aller plus loin)
Pour tout & > 0, on note v(x) le nombre de zéros de f dans le disque fermé {z € C, |z| < z}. Démontrer que

rod
| @5 <1081l ~ log 0]
0
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2 Une intégrale a la Jensen [13 points]

L’objet de cette partie consiste a démontrer ’égalité

2m
/ log’1—6w|d9:0. (2)
0

Si z est un nombre complexe, on note respectivement R(z) et J(z) ses parties réelle et imaginaire. On note aussi

P le demi-plan
P={z€C, R(z) <1}.

2.1) Justifier rapidement que la fonction 6 — log |1 — ei9| est intégrable sur U'intervalle [0, 27].

2.2) Montrer qu'’il existe une unique fonction r holomorphe sur P telle que

VeeP, @ =1—2
r(0) = 0.

2.3) Justifier rapidement que la fonction z — @ est holomorphe sur P.
2.4) Pour tout z € P, calculer R (r(z)) en fonction de z et montrer que S (r(z)) € | -3,

2.5) Pour tout € € ]0, [, on note I'; et . les deux chemins

I.: [g2n—¢] — C s [-m5=,72] 5 C
e

t — et t — 1—2e " sin 3.

T—€

(i) Montrer que T'e(g) = 7. (%52) et que I (21 — €) = 7. (—%52).

NI

(ii) On note #(¢) le concaténé de I'; et de 7., dans cet ordre. La question précédente assure que £(¢) est un lacet.

Dessiner le support de £(¢).

2.6) Soit € €]0, 1[. Montrer soigneusement les deux égalités

/jwslog|1—ei9|d6:8‘k<17€ @dﬁ:%(i% T(Zz)dz).

2.7) En appliquant une majoration standard au dernier membre de (3), montrer que

2w —e
lim log‘l —ew!dé’ =0.
e—0
e>0 V€

2.8) Rassembler les résultats des questions précédentes pour démontrer (2).

o Q00 G O
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UVSQ 2023/2024

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAS521 (analyse complexe)

19 juin 2024

Examen : un corrigé succinct

1 Une inégalité de Jensen

1.1) Le bord de D est (évidemment) compact. Toute fonction continue sur un compact est bornée : || f|lop =
max {|f(2)|, |z] = R} est un nombre réel.

1.2) Lorsque n = 0, l'assertion devient [f(0)| < | fllop, ce qui est garanti par le principe du module maximum
puisque ce dernier assure que le maximum de |f| sur le compact D est atteint sur son bord.

1.3) La fonction g est une fraction rationnelle : elle est holomorphe sur le complémentaire de ses poles et continue
J— 2
sur toute partie de ce complémentaire. Or, les poles de g sont tous hors de D puisque ces podles sont les Ij:k dont

le module est strictement supérieur & R — se rappeler que les z; sont dans D. Donc f est continue sur D et
holomorphe sur D.

1.4) Puisque f et g sont continues sur D et holomorphes sur D, il suffit de montrer que h est holomorphe en les
zéros de g, & savoir les z;. Or, si  est un zéro de f (I'un des zj, en somme) et si m est la multiplicité de f en ¢,
alors f et g sont toutes les deux de la forme (z — {)™p(z) ol ¢ est holomorphe sur un voisinage de ¢, sur lequel
elle ne s’annule pas. Ainsi, les z; sont des faux points singuliers de h = 5 qui se trouve ainsi holomorphe sur D.

1.5) On suppose que |z| = R et |w| < R. Alors, |R? —wz| = ‘RQ - Eg? = % (z—w) = R(z — w) si bien que
’I;(Z“i%fz) = 1. En particulier, cela montre que le module de g est 1 sur le cercle 9D, ou encore que |h(z)| = |f(2)]
pour tout z € dD. Alors, le principe du module maximum appliqué & h assure que |h(z)| < ||h|5p = || fllop, Pour

tout z € D, ce qu'il fallait démontrer.

1.6) On calcule: g(0) =[I,_, %2’“ = H’“R,{ & Ecrire que |h(0)| = ‘ch(—gg‘ <||fllsp conduit directement a I'inégalité
cherchée — dite de Jensen.

1.7) (Hors baréme) On prend le logarithme dans I'inégalité de Jensen. Il vient log || f||,p—log | f(0)| > >_;_; log %.
Or, log % = flR 4z i bien que

AR

n
k=1

|2k| x

|Zk+1\ dx lzr+2| gq A R dr

b [ e

|z;€\ lzsa| T lzn_1| T lzn| T
l2t1l g L
k/ —+n/ —.
B z lzn| T

Or, si on ordonne les zj en faisant en sorte que |z1| < -+ < |z,], alors la fonction v est constante égale & k sur
I'intervalle [|zx|, |zk+1]|[ (lorsque ce dernier est non vide) et vaut n sur [|z,|, R]. On obtient

|Z’°+1| = dx = dx r dx
log | 1l ~ Lo £(0)| > / DT [T = [ 0T = [
op Z Zk| |Zn‘ T | T 0 r

21|

[
Mﬁ ”Ms

3
)d ,_.

k=1

ce qu’il fallait démontrer.
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2 Une intégrale a la Jensen

2.1) Lorsque 6 tend vers 0, 'intégrand est négatif et vérifie log |1 — ei9| ~ log |0|. Par comparaison des intégrales
de fonctions positives, puisque 6§ — log est intégrable au voisinage de 0 (on en calcule aisément une primitive
qui se prolonge par continuité en 0 par 0), c’est aussi le cas de 6 — log ’1 — ew|. L’intégrand est 2w-périodique et
continu sur R \ 27Z, ce qui montrer I'intégrabilité sur tout intervalle compact de R. En particulier sur [0, 27].

2.2) Le demi-plan P est simplement connexe et la fonction 1 — z ne s’annule par sur P. Le théoréme de relevement
de lexponentielle assure ainsi Iexistence d’une fonction holomorphe sur P, que 'on note rq telle que e’(*) =1 — z.
En particulier, r¢(0) € 2inZ. Puisque P est connexe, deux relévements different d’une fonction constante puisque
leur différence, qui est aussi holomorphe, est dans le discret 2inZ. Il existe donc une unique r qui a les propriétés
requises — c’est r = rg — ro(0).

A vrai dire, puisque z € P = R(1 — z) > 0, on a évidemment 7(z) = log(1 — z) ou log désigne le logarithme
principal. On pouvait aussi répondre comme cela, en arguant seulement de la connexité de P pour 'unicité.

2.3) La fonction z +— @ est évidemment holomorphe sur P \ {0} puisque r est holomorphe sur P. Comme

r(z)
2.4) Soit z € P. Alors, exp (R (r(z))) = |1 — 2| si bien que R (r(z)) = log|1l — 2|, puisque |1 — z| est stricte-
ment positif. En outre, 'image par le logarithme principal du demi-plan ouvert {z, R(z) > 0} est la bande
{zeC, —Z<3(z) <%}, ce qui prouve que I (r(z)) € |-%, Z[ sur P.

r(0) = 0, Porigine est un faux point singulier pour 7, ce qui montre que z — est holomorphe sur P.

. — . —;_¢ . ig_ —i5 = .. 7 L7 z
2.5) (i) On calcule : 7. (I5%) =1 —2sinSe "2 =1+2iS°55"¢'2 = ¢’ =T(e). L'autre égalité demandée
est obtenue en conjuguant celle-1a. [Enfin, si on a trés envie de refaire le calcul, on peut, hein 7]

»

(ii) On dessine”, en notant que le support de I'c est contenu dans le cercle trigonométrique alors que celui de .
est contenu dans le cercle de centre 1 et de rayon 2sin 5.

t(e) <

2.6) On parametre :

si bien que

R (1 7{ r(j)dz) =R (/:Hr () d9> = /EQH R (r (")) do = /jH log |1 — €| do

le derniére égalité venant de la question 2.4). Voila pour la premiére égalité demandée.

L’intégrale de la fonction holomorphe sur P sur le lacet ¢(¢), dont le support est contenu dans P, est nulle selon le

théoreme de Cauchy. Cela montre que
% Mdz =— f Mdz.
T, z z

e

On multiplie par —i, on prend les parties réelles ; on obtient ainsi la seconde égalité demandée.
2.7) On reprend la question précédente :

/jmlog|1ei"|d9H§R(z‘7{E T(;)dz>’§ f{ T(Zz)dz‘.
S Q O 0 G
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Or, la longueur de . est inférieure ou égale au périmetre du cercle qui contient son support, & savoir 4 sin 5. Par
ailleurs, si z est dans le support de 7., alors |z| > 1 — 2sin § et, d’apres la question 2.4),

2 2 2 2 m 2 € m

[r(2)]” = R(r(2))* + S(r(2))” <log”|l —z| + Vil log (2 sin 5) + T

La majoration standard implique alors que

2m—e . \/log 2sin £) + =2
/ log|1ew|d9‘ 2)5 !
5 n§

€
47 sin —.
2
Ce second membre est équivalent, lorsque € tend vers 0 par valeurs positives, a 2meloge qui tend vers 0 lorsque €
/ . 2m—e¢ i0
tend vers 0 : on a montré que hmgﬁg fs log ’1 —e ’ df = 0.
e>

2.8) Puisque l'intégrand est continu presque partout et intégrable sur [0, 27, I'intégrale de Lebesgue et I'intégrale
de Riemann généralisée sont égales. Ainsi,

27 2m—e
/ log|1—eze|d6—hm / 10g|1—ew|d9—0
0 E>0 €

ce qu’il fallait démontrer.
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Examen partiel (une heure et demie)

1 Questions de cours (3 points)

1) Donner le développement en série entiere de sinz au voisinage de 0. Que vaut son rayon de
convergence ?

2) Soient v : [0,1] — C définie par 7(t) = exp(2int), et n € Z. Que vaut /z"dz ?
8!

2 Premier exercice (7 points)

Soient U un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe sur U. Pour tout a € U, on note

F(z) =) eula)(z —a)"

n>0

le développement en série entiere de f au voisinage de a. On admet la propriété de topologie
élémentaire suivante : dans un compact, toute partie infinie contient un point d’accumulation.

1) Question de cours

Si a € U et si n est un entier naturel, écrire ¢, (a) en fonction de la dérivée n'®™¢ de f.
2) On suppose, jusqu'a la fin du probléme, que f vérifie la propriété suivante :

Vae U, In €N, ¢,(a) =0.
Pour chaque n € N, on désigne par &, la partie de U définie par

é,={aeU, c,(a) =0}.
Montrer que si D est un disque fermé de U de rayon non nul, alors D = U DnNé&,.
En déduire que 'un au moins des D N &, est une partie infinie de D. ner

3) Montrer qu’il existe n € N tel que la dérivée ni*™¢ de f soit la fonction nulle sur U.

4) Montrer que f est nécessairement polynomiale.
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3 Second exercice (10 points)

1
1) Montrer que si z € C\ Z, la série Z e

converge. Pour tout z € C\ Z, on note
z—mn)?

neEZ

6= = (1)

neZ

Est-il vrai que f est une fonction paire et 1-périodique ?
2*) Montrer que la série de fonctions (1) converge uniformément sur tout compact de C\ Z.

3) Déduire de la question précédente :

(i) que f est holomorphe sur C\ Z ;

1
(ii) que la fonction 2 — f(2) — — est holomorphe sur (C\ Z) U {0}.
z

4) Soit # = {z € C, |R(z)| < 3}, olt le symbole R désigne la partie réelle. Dessiner 2.
Montrer que pour tout € [—3, 2] et pour tout n € Z\ {0}, on a I'inégalité (z —n)* > (|n| — %)2

1
En déduire que la fonction z — f(2) — — est bornée sur %.
z

5) Soit g la fonction sur C définie par la formule

9(2) = (sinﬂﬂz)z'

1
Montrer que g est holomorphe et 1-périodique sur C \ Z et que z — g(z) — — est holomorphe au
z

voisinage de 0.
6) Soient z un nombre complexe. On note x sa partie réelle et y sa partie imaginaire. Montrer que
|sin z|* = (sinz)? + (sinh y)?

1
(e¥ —e™Y)). En déduire que la fonction z — g(z) — — est bornée sur A.

: _1
(on rappelle que sinhy = 5 >

7) Démontrer que pour tout z € C\ Z,
=) =2 —
sinmz/ (z —n)?
neZ

[ Indication : on pourra considérer la fonction f — g et montrer qu’elle se prolonge en une fonction
définie, holomorphe et bornée sur C. ]

NB : la question 2*) est un peu plus technique. On peut bien siir en admettre le résultat pour
faire les questions suivantes.
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Corrigé succinct de ’examen partiel

1 Premier exercice

1) cn(f,a) = f(a)/nl.

2) Pour tout a € D, a est dans au moins I'un des &, (propriété de f), ce qui signifie exactement
que D est inclus dans la réunion des &,. D’ou I’égalité. Comme D est infini et non dénombrable
(son rayon n’est pas nul), au moins 'un des D N &, est infini (et méme non dénombrable).

3) Soit D comme dans 2) et soit n € N tel que D N &, soit infini. Alors, f( s’annule sur D N &,
qui contient un point d’accumulation puisque D est compact. Par le théoréeme du prolongement
analytique, puisque U est connexe, la fonction analytique f(™) est identiquement nulle sur U.

4) Soient a € U et B un disque ouvert centré en a, contenu dans U. Puisque f (") est nulle sur B,
f est égale sur B a la fonction polynomiale

n=l p(k)(a)
=31

k

(2 —a)
k=0

Par le théoréeme du prolongement analytique, puisque U est connexe, f égale ce polynéome sur U
tout entier.

2 Second exercice

1) Si z € C\ Z, alors |ﬁ ~ - lorsque n tend vers linfini. Ainsi, par comparaison des séries

a termes positifs, la série numérique ﬁ est absolument convergente, donc convergente.

Puisque n — —n et n — 1 — n sont des bijections de Z sur lui-méme, la fonction f est paire et
1-périodique.

2) Puisque f est 1-périodique, il suffit de montrer que la convergence est uniforme sur tout compact
de la bande pointée % \ {0} ot Z = {z € C, |R(z)| < 1}. Comme tout compact de £ \ {0}
est contenu dans le complémentaire dans % d’une boule centrée en 0, il suffit de montrer que la
convergence est uniforme sur toute bande trouée de la forme &\ {z, |z| > e} ou e > 0. Or, si 2z
vérifie simultanément —3 < Rz < 1 et 2| > ¢, on a [z — n|? = |22 — 2|n|Rz + n? > n? — |n| + 2.
Ainsi, puisque m est le terme général d’une série numérique convergente (indexée par Z), la
série de fonctions qui définit f est normalement convergente, et donc uniformément convergente,
sur la bande trouée.

3) Comme une limite uniforme (sur tout compact) de fonctions holomorphes est holomorphe,
la question 2) entraine que f est holomorphe sur C\ Z et que f(z) — % = 2in|>1 ﬁ est
holomorphe sur C\ Z*.

1

4) % est la bande verticale (fermée) délimitée par les droites d’équations x = —5 et x =

(SIS
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On suppose que —% <x < % et quen € Z*. Sin > 1, alors 0 < n—% < n — x et donc
(n—3)? < (n—x)% Siaucontraire n < —1, alors 0 < —3 —n < z —n et donc (3 +n)? < (z—n)?.

Dans tous les cas, si n # 0, alors (z —n)? > (|n| — %)2 [On pouvait aussi voir cette inégalité sur
les distances : d(z,n) > d(z,[—1, 3]), éclairée par un dessin.]

En particulier, si z = x + iy avec z,y € R et si n € Z*, alors (Z}n)g = (nfz§2+y2 < (nfm)Q <

> qui est le terme général d’une série convergente. Alors, si z € %, on obtient en sommant

(wi%)

10~ %

< ZﬁSZ% (=7%).

In|>1 In|>1 <|”| - %)

5) Comme quotient de fonctions entieres, g est définie et holomorphe hors des zéros du dénominateur,
c’est-a-dire sur C\ Z. Comme sin(z + 7) = —sin z, la fonction g est paire. Elle est 1-périodique
puisque z — sin 7z Dest.

Enfin, puisque sin?(7z) = 7222(1 + 22¢(2)) ol ¢ est une fonction entiere, g(z) = 1

PTG
Z% (1 + 22¢(z)) ol ¢ est holomorphe au voisinage de 0. Ainsi, g(z) — Z% = 1)(z) est holomorphe
au voisinage de l’origine.

6) D'un coté, \sinz|2 _ %|6iz _ 67i2|2 — %[eiz _ efiz][efiz _ ez‘z] — i[_em‘x — e~ | 2y 4 672y]_
De l'autre, (sinz)” + (sinhy)® = L[ (e — e7%)2 4 (e¥ — e7¥)?] = L[—e2i® — 2 4 2y 4 =2,
La fonction g(z) — Z% est holomorphe, donc continue, sur Z. Pour montrer qu’elle est bornée, il
suffit donc de montrer qu’elle est bornée hors du compact £ N {z, |Sz| < 1}, ot ¥ désigne la
partie imaginaire. Or, si 2 = x +4y avec |y| > 1, alors [1/22| < 1/y? < 1 et |g(z)| = 72/|sin7z]? <
72 /sinh? y < n2/sinh? 1, ce qui finit de montrer que g — 1/22 est bornée sur 4.

7) On se base sur 'égalité f(z) —g(z) = [f(2)—1/2%] —[g(2) —1/2?] pour tout z non entier. Chacun
des crochets de cette formule se prolonge en une fonction holomorphe et bornée sur %. Ainsi, f—g
se prolonge-t-elle en une fonction holomorphe et bornée sur #. Comme elle est 1-périodique (f
et g le sont), elle est bornée sur C tout entier : c’est une fonction entiére et bornée. D’apres le
théoreme de Liouville, on en déduit qu’elle est constante. Il reste a déteminer la valeur de cette
constante. Lorsque y € R tend vers +oo, alors f(iy) tend vers 0 (par exemple, la convergence de la
série est dominée, on passe a la limite sous le signe somme) et g(iy) tend aussi vers 0 (en utilisant
I'inégalité du 6)). Ainsi, (f — g)(iy) tend vers 0 lorsque y tend vers oo : la fonction constante
f — g est nulle, ce qui démontre la formule voulue.
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Examen
(deux heures)

1 Questions de cours (3 points)

2 2

(1) La formule cos(2z) = cos® x — sin” z, vraie pour tout = € R, est-elle encore vraie si z € C 7

(2) Enoncer le théoreme du prolongement analytique.

2  Un calcul d’intégrale par résidus (9 points)

Soient a et b deux réels strictement positifs et soit
1 . b
z) = explilaz——]]).
10 = zgew (i 7))

1
(1) Question de cours. Montrer que 0 est un point singulier essentiel de la fonction z — exp () .
z

(2) Montrer que f est méromorphe sur C\ {0}. Quels sont les poles de f ? Calculer les résidus en
tous les poles de f.

(3) Pour 6 € [0,7] et 7 > 0,7 # 1, soit z = re? un point du demi-cercle du demi-plan supérieur,
de centre 0 et de rayon 7.

o)

(b) En déduire que |f(2)| < 15—

(a) Calculer en fonction de a, b, r, 0.

(4) Soit & €]0,1[, R > 1. Soit I'g le demi-cercle du demi-plan supérieur, de centre 0 et de rayon R
parcouru une fois dans le sens trigonométrique. Soit 7. le demi-cercle du demi-plan supérieur, de
centre 0 et de rayon € parcouru une fois dans le sens inverse du sens trigonométrique.

(a) Utiliser (2)(b) pour montrer que f(2)dz tend vers 0 quand R tend vers +oo.
I'r

(b) Utiliser (2)(b) pour montrer que (2)dz tend vers 0 quand e tend vers 0.
’YE

(5) Montrer que f est intégrable sur R et que

+oeo teo b
/_OO f(x)dx:2/0 x2+1cos(ax—$>da:.
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(6) Soit 7., r le lacet simple dessiné ci-dessous.

N

0 ¢ R

Utiliser le théoréme des résidus pour calculer 'intégrale

teo ] b
I :/ 3 cos (aa: — ) dx.
0 441 x

3 Théoréme de Phragmen-Lindel6f (8 points)

Soit B = {z € C,|S(2)| < 5}, ot I(z) désigne la partie imaginaire de z. On note B I'adhérence
de B et OB la frontiere de B.

(1) Dessiner B.

(2) Soit ¢(z) = e
(a) Montrer que pour tout z € 9B, |p(z)| = 1.
(b) Montrer que ¢ n’est pas bornée sur B.

(3) Soit f une fonction continue sur B et holomorphe sur B et qui vérifie les deux propriétés
suivantes :
(i) V2 € 9B, |f()] <14

(ii) Vz € B, |f(2)] < exp (AedR),

ou R(z) désigne la partie réelle de z, ot A est un réel strictement positif et ¢ est un réel de
I'intervalle ]0, 1].

L’objectif de la suite est de montrer que |f(z)| <1 pour tout z € B (Phragmen-Lindeldf).

(a) Pour € €]0,1] et b €]c, 1], on pose
he(z) = exp (—¢ (ebz + e_bz)) .
La fonction h. est-elle holomorphe sur un ouvert contenant B ?

(b) Montrer que pour tout z € B, si on note = R(z),

F(2)ha(2)] < exp [Ae”' ~ ccos (@) l] |

¢) En déduire qu'il existe p > 0 tel que pour tout z € B avec |R(z)| > p, on a |f(2)he(2)] < 1.

(
(d) En appliquant le principe du module maximum sur un compact bien choisi, montrer que
|/(2)he(z)| < 1 sur B. En déduire que |f(z)| < 1 sur B.

)

(4) Le résultat subsiste-t-il quand ¢ =1 ?
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Corrigé succinct de ’examen

1 Questions de cours

1) La fonction z + cos 2z — cos? z + sin’ z est entiere, nulle sur R. Comme R n’est pas une partie
discrete de C, et puisque C est connexe, le théoréeme du prolongement analytique assure qu’elle est
nulle sur C. La réponse est donc OUI.

2 Un calcul d’intégrale par résidus

(1) Si n est n’importe quel entier naturel, lir%x”el/”c = 400 ; cela montre que z"e'/# n’est pas
T—
x>0
borné au voisinage de 0, qui est donc un point singulier essentiel de f.
(2) Hormis 0, les points singuliers de f sont i et —i, qui sont des poles simples. En i et en —i, la
fonction f s’écrit sous la forme u/v ol u est holomorphe et v a un zéro simple. Dans ces conditions,
le résidu en a est u(a)/v'(a). On trouve Res(f,i) = e~ et Res(f, —i) = 5re® 0.

(3)(8,) Siz= T6i07 alors ‘eiaz} — 6§R(iaz) — e—orsinfd ot |€7ib/z| — efibe’w/'r — 67bsin0/r' AiIlSi,

b g
exp <z <az — )> ‘ = ¢~ (ar+b/r)sing
z

(3)(b) Gréce a la seconde inégalité triangulaire, on déduit de (3)(a) que

b 1 . 1
1 _ = _ —(ar+b/r)sin 6 <
o ( ( ))’ =1 =

la derniére inégalité venant du fait que siné > 0 (a, b et r sont également (strictement) positifs).

1

(4)(a) . f(z)dz| < H%E;X|f| x Longueur(I'g) < 1 mothe
e
(4)(b) ‘ 5 (2)dz| < n}ya:x|f| x Longueur(y,) < T2 ) 0.
d
5)Six € R, |f(x)| = —Ls qui est intégrable sur R e 7). Donc f est intégrable sur R.
1+x 14+ 2
R T

D’une part, Sf(x) = sin (ax — b/x) est une fonction impaire ; donc

1422
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D’autre part, la fonction Rf(z) = cos (ax — b/x) est paire ; donc

14 22

+oo +o0 1 b
Rf(x)de = 2/ cos (ax - > dz.
0

e x2+1 x

Ainsi, puisque [, f(z)dz = [ Rf(z)dz + [ Sf(x)dz, la formule est démontrée.

(6) Pour tout R > 1 et pour tout ¢ €]0, 1], puisque le lacet 7. r est simple, le théoreme des résidus
montre que

(2)dz = 2im Res(f, i) = me~ (@), (1)

Ye,R

Par ailleurs, en découpant le lacet est quatre arcs, on obtient
—e R
(2)dz = (2)dz + fl)de+ | f(2)dz+ / f(z)dz. (2)
Ve, R YR —R Ye €
Puisque f est intégrable sur R

—e R “+o0
lim ( . f(a:)d:ch/6 f(x)d:z:) :/ f(z)dx. (3)

R—4o0 —
e—0, >0 o

Grace a la question (4), les intégrales le long des demi-cercles tendent vers 0 lorsque R — +o0 et
¢ — 0 respectivement. En passant & la limite dans (2), en utilisant (1), (3) et la question (5), on
obtient que I = ge_(‘”‘b).

3 Théoreme de Phragmen-Lindelof

Soit B = {z € C,[S(2)| < 5}, ot I(z) désigne la partie imaginaire de z. On note B I'adhérence
de B et 0B la frontiere de B.

(1)
boim/2

—im/2

(2)(a) Si z € 9B, alors z = x +iy ot € R et y = £7/2. On en déduit que |exp(e*)| =
exp(R(e*)) = exp (e” cosy) = exp(0) = 1.

(2)(b) La bande B contient la demi-droite R, et lim,_, o f(z) = lim,_, 1o ¢ = +00. Donc ¢
n’est pas bornée sur B.

(3)(a) Comme composée de fonctions entieres, he est entiere, donc holomorphe sur 'ouvert C qui
contient B.
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(3)(b) Pour tout z € B, si 2 = x + iy ot x et y sont réels,

|he(2)| = exp (—eR (e” + e*bz)) = exp (—ccosby (" + e*bz)) .
Comme 0 <b < 1let |y <7m/2, on a |by| < br/2 < m/2, d’olt cosby > cosbr/2 > 0. Par ailleurs,
e 4+ e > max{e®®, e~} = bl*l. En regroupant on obtient que pour tout z € B,

|he(2)] < exp (—661"“” cos b;) . (4)

Ainsi, si z € B, on a |f(2)h:(2)| < exp (Aecm) exp (—5ebm cos %’r) qui est le résultat demandé.

Il reste le bord de B : si z € 9B, |f(2)] <1 < exp (Ael®l) et I'inégalité visée est encore vérifiée.

(3)(c) L’inégalité du (3)(b) montre que _ lim f(2) =0 puisque 0 < ¢ < b. En particulier, il
. z€B, Rz—+to0

existe p > 0 tel que pour tout z € B, |Rz| > p = |f(2)h(2)] < 1.

(3)(d)

boim/2

R

—im/2

L’inégalité | f(2)h-(2)] < 1 de (3)(c) est vraie en particulier sur les segments verticaux BN{z, Rz =
+p}. Sur les segments horizontaux {z, —p < Rz < p, Sz = +7/2}, |f(2)| < 1 par hypothese
sur f et |he(2)| < 1 d’apres (4) ; donc |f(2)he(z)| < 1 est vraie sur le bord du rectangle R =
| = p,pl+i] — 5, 5[ (jaune sur le dessin) délimité par les quatre segments décrits. Comme fh, est
holomorphe sur l'ouvert R, le principe du module maximum assure que U'inégalité |f(z)h.(z)] <1
est encore vraie sur 'adhérence R de R. Enfin, puisque |f(2)he(2)| < 1 est vraie lorsque 2 est dans
la bande B mais hors du rectangle R (question (3)(c), choix de p), elle est vraie pour tout z € B.

Soit z € B. En passant a la limite (¢ — 0, € > 0) dans I'inégalité | f(z)he(2)| < 1, on obtient que
|f(2)] <1, puisque he(z) = exp (—¢ (€ + e7"%)) tend vers 1 lorsque ¢ tend vers 0.

(4) L’exemple de la fonction ¢, traité a la question (1), montrer que le résultat de Phragmen-
Lindel6f tombe en défaut lorsque ¢ = 1.
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Controle — session de rattrapage
(une heure)

1 Question de cours

Enoncer le théoreme des résidus.

2 Exercice

Soit f la fonction définie par
2
ze—1

&= tae+y

(1) Sur quelle partie de C la fonction f est-elle holomorphe ? Méromorphe ? Ecrire la décomposition
de f en éléments simples.

Les questions suivantes peuvent se traiter séparément.
(2) Soit D={z€C, 0< |z+2| <1}
(a) Dessiner D.

(b) Calculer les dérivées successives de f et en déduire pour tout z € D, le développement de
Laurent de f de la forme

FO = enle 42"+ X

n>0 n>1
ou l'on précisera c,, et d,,.
(3) Calculer le développement de Laurent de f sur la couronne {z € C, 2 < |z| < 3}, de la forme
f(z) = Z anz".
nez
ou l'on précisera a,.

(4) Soit v : [0,1] — C Parc défini par y(t) = e~ 2. Calculer

/Wf(z)dz
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Examen du 20 juin 2017
(deux heures)

1 Questions de cours (4 points)

(a) Soit U un ouvert de C. Donner la définition d’une détermination continue du logarithme sur U.

(b) Donner la définition de la détermination principale du logarithme, notée Log, notamment son
domaine de définition 2.

(¢) Préciser la partie du plan complexe image par Log de 9.

2 Fonction arctangente (7 points)

sin(z
1) La fonction tangente est définie pour z € C par tan(z) = E )) Préciser son domaine de
cos(z

définition. Sur quelle partie de C est-elle holomorphe 7
2) Soit S = {iy, y € R, |y| > 1}, soit Z = C\ R_ et soit
1tz
11—z

9(2)

Dessiner S.
Montrer que g définit une bijection biholomorphe de C\ S dans 2.

1 14z
fe) = 2iLOg<1—iz)

définit une fonction holomorphe sur C\ S.
Préciser la partie du plan complexe image par f de C\ S.

3) En déduire que

4) Montrer que pour tout z € R, tan(f(z)) = .
En déduire (en s’aidant d’un théoréme du cours) que f est 'unique fonction holomorphe sur C\ S
vérifiant tan(f(z)) = z pour tout z € C\ S.

1

5) Montrer que pour tout z € C\ S, f'(z) = el
z

En déduire que pour tout z, |z| < 1,

6) Montrer que si R(z) > 0, alors

3

f(@*‘f(i) =5

Quelle est la valeur de cette somme si R(z) <0 ?
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3 Série de Fourier d’une fonction holomorphe périodique
(9 points)
Soit f : C — C une fonction entiere. On suppose que f est 1-périodique, c’est-a-dire que
VzeC, f(z+1) = f(2).
On admet pour l'instant qu’il existe une fonction h : C* — C, holomorphe, telle que

Vz€C, f(z) =h ().

Partie 1
1) Pour tout n € Z, soit a,, € C tel que

+oo
Yw € C*, h(w) = Z anw™.

n=—oo

Question de cours : justifier 'existence d’une telle suite (ay,)nez.

2) Montrer que, pour tout n € Z,
1 .
Gn = / f(t)e 2™t
0
3) Montrer que pour tout b € R, on a aussi

1
an = / F(t + ib)e=2imnt+ib) gy
0

1
4) Est-il vrai que a,, = / f(t +ib)e” 2™+ gt pour tout b e C ?
0

Partie 2

Cette partie est consacrée a une preuve de la propriété des fonctions entiéres périodiques énoncée
dans le préambule (existence de la fonction h).

5) Si a et b sont deux nombres réels tels que a < b, on note
Bap={2€C, a<R(z) <b}

ot le symbole I désigne la partie réelle. Dessiner %y et Z_ sur un méme dessin.

11
3032
6) Montrer que %A, est un ouvert de C, pour tous a et b réels tels que a < b.

7) Onnote 24 ={z€C, 2¢ R} et 2% ={2€C, z ¢ R_}. Dessiner % et %.

8) Montrer que lapplication z — exp(2imz) définit une bijection biholomorphe entre %1 et %;.
On note 91 : % — o1 sa réciproque.

9) Quelle est I'image de %, 1 par z — exp(2inz) ?
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10) De méme, montrer que z — exp(2imz) définit une bijection biholomorphe entre Z_ et U.

On note o : U — ,%’7%7% sa réciproque.

11
272

11) On reprend la fonction f : C — C, entiere et 1-périodique. Montrer qu’il existe hy : %7 — C,

holomorphe, telle que '
Vz € t%0717 f(z) = hl (622772) )

De méme, montrer qu'il existe hy : % — C, holomorphe, telle que Vz € Z_1 1, f(2) = ho (e?m=).

12) Pour tout w € C*, on note
hi(w) siwe 24 ;
h(w) =
hg(w) siw € %2.

Montrer que ces relations définissent une application h : C* — C, holomorphe, telle que

VzeC, f(z2)=h (62”’2) .
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UVSQ 2016/2017

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAB21 (analyse complexe)

20 juin 2017

Examen
(deux heures)

1 Questions de cours ( points)

2 Série de Fourier d’une fonction holomorphe périodique(
points)

1) Si a et b sont deux nombres réels tels que a < b, on note
Bap ={z2€C, a <R(z) < b}

ou le symbole R désigne la partie réelle. Dessiner % 1 et %_ sur un méme dessin.

11
272
Zut pour le dessin.

2) Montrer que %, est un ouvert de C, pour tous a et b réels tels que a < b.

La bande # est ouverte, comme image réciproque de intervalle ouvert |0,1[ par la fonction
continue z — R(z).

3) Onnote 21 ={2€C, 2¢ Ry} et % ={2€C, z ¢ R_}. Dessiner 74 et %.

Encore zut pour le dessin.

4) Montrer que I’application z — exp(2imz) définit une bijection biholomorphe entre %y 1 et %.
On note 9y : % — o1 sa réciproque.

On note ¢ : C — C, z — exp(2irz). On montre d’abord que ¢(%p1) = % . En effet, si
z=x+1iy € HBpi1oul <z <letyeR, alors p(z) = e 22T ¢ 9/ ce qui montre que
©(PB) C % . En outre, si w = re? € 2, our > 0 et 6 €]0,27| (ce choix est possible puisque
w ¢ Ry), alors w = (p(% — 1) avec % — LT € %1 ;5 cela montre que p(Ho,1) = Y.

Par ailleurs, %4 est un ouvert simplement connexe de C*. Soit alors Ly : %1 — C la détermination
holomorphe du logarithme qui vérifie L1(—1) = im, et soit ¢; : % — C définie par la formule
Yi(z) = qu—g‘f) Alors, 17 est holomorphe (comme Lj) et vérifie ¢ o 91 (w) = w pour tout w € %

et 11 0 ¢(z) = z pour tout z € Ay 1. Cela montre le résultat (la bijection et la biholomorphie).

5) Quelle est 'image de H,1 par z — exp(2irz) ?

C’est {z € C, ¥(z) > 0} (se faire une dessin).
6) De méme, montrer que z — exp(2imz) définit une bijection biholomorphe entre %_
On note 1y : % — PB_1 1 sa réciproque.

2°2

Meéme raisonnement, en utilisant la détermination principale du logarithme %4, — C.
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7) Soit f: C — C une fonction entiere. On suppose que f est 1-périodique, c’est-a-dire que
VzeC, f(z+1) = f(2).
Montrer qu’il existe hy : %3 — C, holomorphe, telle que
Vz e Boa, f(z) =h (62”2) .

De méme, montrer qu’il existe hy : % — C, holomorphe, telle que Vz € Z_

N
N

Les fonctions hy = f oy et ho = f 01)9 conviennent.

8) Pour tout w € C*, on note

hi(w) siw e % ;
h(w) =
ho(w) siw € %.

Montrer que ces relations définissent une application h : C* — C, holomorphe, telle que

VzeC, f(z2)=h (ezi”) .

L’holomorphie est évidente. Il s’agit seulement de montrer que hy et ho coincident sur 'intersection
% N %y = C\R. Soit donc z € % N Y. Si S(w) > 0, soit z € By 1 tel que w = e?™=_ Alors,
hi(w) = f(z) = hz2(w). Si au contraire J(w) < 0, soit z € A1, tel que w = e?™=. Alors,
z—lePB g et hi(w)=f(z)=f(z—1) = ha(e? 1) = hy (e27(2)) = hy(w).

9) Pour tout n € Z, soit a,, € C tel que
Yw € C*, h(w) = Z anpw™.

Question de cours : justifier 'existence d’une telle suite (an)nez.

Développement en série de Laurent de h.

10) Montrer que, pour tout n € Z,
1 .
an = / f(t)e 2™t dt,
0

an = ﬁ J c C(i)l d¢ ou C est le cercle trigonométrique parcouru une fois dans le sens direct. En

. . . J 2imt . .
paramétrant ce chemin C par I'arc [0,1] — C, t + 2™ on obtient a,, = ﬁ 01 E;&T&Zmem”dt =
fol Ft)e2imntgy.

11) Montrer que pour tout b € R, on a aussi

1
an = / F(t + ib)e™2imn(t+ib) gy
0
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L ) ) e . _ 1 h(¢) .
Si b est un nombre réel, a,, est aussi 'intégrale curviligne a,, = 5in f o de ou (Y est le cercle
de rayon e~2™ centré en l'origine, parcouru une fois dans le sens direct. Ce chemin se parametre

par t € [0,1] — ¥+ ce qui conduit au résultat par un calcul immédiat.

1
12) Est-il vrai que a,, = / f(t + ib)e= 2+ ) gt pour tout b e C ?
0

La fonction b — fol flt+ ib)e*%“”(”ib)dt est entiere (on integre en ¢ sur un compact, 'intégrand
est holomorphe en b). Cette fonction est constante sur R, égale a a,, sur cette partie non discrete
de C. Par prolongement analytique, puisque C est connexe, la formule de la question précédente
est valide pour tout b € C.
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UvsQ 2017/2018

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAD521 (analyse complexe)

21 novembre 2017

Examen partiel (une heure et demie)

1 Question de cours (6 points)
1.1) Donner la définition de l'indice d’un point par rapport & un lacet.

1.2) Dauns le plan complexe, soit v le cercle de centre 0 et de rayon 2, parcouru une fois dans le

sens direct. Calculer
/ 1424
dz.
~ 11—z

1—1—,24
—dz.
A<1z>3 ‘

1.3) Pour le méme arc v, calculer

2 Exercice (6 points)

2.1) Montrer que si une fonction holomorphe sur un ouvert connexe de C a une dérivée identique-
ment nulle, elle est constante.

2.2) Soient f et g deux fonctions holomorphes sur un ouvert connexe U du plan complexe. On
suppose que f et g ne s’annulent pas sur U et que, pour tout z € U,

f'z) _g'(z)
flz)  g(z)

Montrer qu’il existe un nombre complexe C tel que, pour tout z € U, f(z) = Cg(z).

efin2
n2 42
disque unité ouvert, et qu’elle y converge.

2.3) Pour tout n € N, on note u,, = Montrer que la suite (uy), est & valeurs dans le

2.4) Soient f et g deux fonctions holomorphes sur le disque unité ouvert, que 'on note 2. On
suppose que f et g ne s’annulent pas sur Z, et que

Vn €N, [ (un) _ g (un)

f(un) g (un)

La fonction f/g est-elle nécessairement constante ?
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3 Probléeme (8 points)

Le but de cette partie est de donner une preuve du théoreme de 'application ouverte : si f est
holomorphe non constante sur un ouvert connexe U alors 'image de U par f est un ouvert.

On raisonne par Uabsurde en supposant que f(U) n’est pas ouvert.

3.1) Montrer qu’il existe z € U et une suite (a,), de nombres complexes qui converge vers f(z)
et qui vérifie :

Vn, a, ¢ f(U).

3.2) Montrer que pour tout n, la fonction

1

%) = 0y

est définie et holomorphe sur U.

3.3) Montrer qu’il existe D(x,r) un disque fermé de centre x et de rayon r > 0 contenu dans U
pour lequel

Vz e D(x,r), (z#z) = (f(2) # f(z)).

[Indication : penser au principe des zéros isolés. |

3.4) Appliquer le principe du module maximum & g,, pour montrer qu'il existe une suite (z,), de
points du cercle C(z,7) tels que pour tout n,

1 < 1
|f(l‘) - anl - ‘f(zn) - a'n|.

3.5) Montrer qu'il existe un € > 0 tel que pour tout z sur le cercle C(z,r), | f(z) — f(z)] > e.

3.6) En déduire que |f(z,) —an| > |f(2n) — f(2)] = |f(2) —an| > § pour n assez grand et trouver
une contradiction avec les questions 3.4) et 3.1).
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UvsQ 2017/2018

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAD521 (analyse complexe)

21 novembre 2017

Examen partiel, éléments de réponses

1 Question de cours

1 d
1.1) —/ :
2w )y 2 — 20

1.2) Si f(z) =1+ 2%, cette intégrale de Cauchy est —2inf(1) = —din.

1.3) Pour la méme fonction, cette intégrale-1a est —2ir x 1 f”(1) = —12i.

2 Exercice

2.1) Sur un disque au voisinage de n’importe quel point, on développe en série de Taylor : la
fonction est constante sur le disque. Par prolongement analytique, elle est constante partout.
2.2) La fonction f/g est définie sur U, holomorphe, et sa dérivée est nulle. Elle est constante.
2.3) Immédiat en calculant son module. Elle converge vers 0.

2.4) Puisque f et g sont holomorphes, elles sont continues et leurs dérivées aussi. Par passage a
la limite, ’égalité est encore vraie en 0. La dérivée de f/g est donc nulle sur ’ensemble non discret
{un,n € N} U{0}. Par prolongement analytique, elle est nulle sur le connexe 2. Donc f/g est
constante.

3 Probleme

3.1) Puisque f(U) n’est pas ouvert, soit € U tel qu’aucun voisinage de f(z) ne soit contenu
dans f(U). Pour tout n € N, soit a, € D (f(x),27™)\ f(U). La suite (ay), convient.

3.2) Puisque a, ¢ f(U), la fonction f—a,, ne s’annule pas. Donc g,, est bien définie et holomorphe.
3.3) Puisque f — f(z) est holomorphe et n’est pas constante, son zéro x est isolé.

3.4) Pour tout n, puisque le disque D(z, ) est compact, d’apres le principe du module maximum,
lg| atteint son maximum sur le disque D(z,r) en un point z, du cercle C(z,r). En particulier,
|gn ()] < |gn(zn)]|, ce qui est 'inégalité voulue.

3.5) Puisque le cercle C(z,r) est compact, la fonction continue |f — f(z)| y est minorée par

e = min{|f(2) — f(2)|, z € Cz,7)} > 0.

3.6) Pour tout n, grace a 3.4), 3.4) et la seconde inégalité triangulaire,

[f(zn) = an| 2 [f(zn) = f(2)] = [f(2) = an| = € = [f(2) — an].

Puisque a,, tend vers f(z), il suffit de choisir N € N tel que |f(x) — a,| < &/2 dés que n > N.
< g

Pour tout n > N, on a |f(2z,) — an| > §, et donc £. Mais, puisque a,, tend vers f(z)

1
‘f(x)_an — 2
quand n tend vers l'infini, la suite 70 n’est pas bornée : I'hypothese que f(U) n’est pas

1
. z)—a.,,,|
ouvert ne tient pas.
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UvsQ 2017/2018

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAB521 (analyse complexe)

15 janvier 2018

Examen (deux heures) du 15 janvier 2018

1 Question de cours (2 points)

Soit f: C — C. Que signifie “f est bornée” 7 Que signifie “f est une fonction entiere” 7 Enoncer le théoréeme
de Liouville.

2 Probléeme 1 (11 points)

2.1) Soit a € C. Montrer que si f est holomorphe au voisinage de a, le résidu en a de la fonction z — i foz))z

est f'(a).

2.2) Soient a et b deux nombres complexes distincts. Calculer le résidu en a de la fonction

z

S PR Ty vy

z

m €n ses péles sont
x

2.3) Soit = €]0,1[. Montrer que les résidus de la fonction méromorphe z —

+22
4(1—22)¥?

2.4) Soit = €]0,1[. On note v le cercle trigonométrique parcouru une fois dans le sens positif. Montrer que

4 z 2 dt
ir? Jy (224 22 41) o (1+xzcost)
2.5) En utilisant (soigneusement) la formule des résidus, en déduire la formule

2m
dt 2m
4 0,1 = .
xr G] ) [7 /0 (1 + .fL‘COSt)Q (1 . :1:2)3/2

les réels

2.6) On note /- la détermination principale de la racine carrée. Sur quel ouvert maximal de C la fonction
z = /1 — 22 est-elle holomorphe ? On note & cet ouvert. Dessiner 0.

2.7) Soit z € €. Montrer que le segment K, = {1 +wuz, —1<wu <1} est un compact ne contenant pas
Porigine. En déduire qu’il existe 1, > 0 tel que

Vi € R, |14 zcost| > n,.

2.8) Montrer que application

/271' dt

Z }H —
o (14 zcost)?
est holomorphe sur 0.

2.9) Expliquer pourquoi la formule suivante est exacte :

2
Vzeﬁ’,/ dt = 2m 3
o (14 zcost)? (V1—22)
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3 Probléeme 2 (7 points)

Soient r et R des nombres réels tels que 1 < r < R, et @ € R. Dans le plan complexe, on note D(0, R) le disque
ouvert de centre 0 et de rayon R, et % ouvert

% =D(0,R) \ [1,+o0[.
Soit f : % — C une fonction holomorphe. Pour tout n € N, on note [2"]f(z) le n'®™¢ coefficient du
développement en série entiere de f a ’origine.
3.1) Dessiner % .
3.2) On note Log le logarithme complexe principal et (1 — z)* = exp [ Log(1 — z)].
Question de cours Sur quel ouvert maximal de C la fonction z +— (1 — 2)® est-elle analytique ?

3.3) Soit 8 €]0,7/2[. On note C(z,p) le cercle de centre z et de rayon p. Pour tout n € N*, soit v, l'arc
dessiné sur la figure, composé des quatre arcs a, b, ¢, et d, suivants :

(i) Varc a part du point A, intersection de C(0,r) avec la demi-droite issue
de 1 faisant avec l'axe des abscisses un angle 8. Il parcourt C(0,r) dans
le sens positif jusqu’au point B, symétrique de A par rapport a I'axe des

0 A \ B abscisses.
P = (ii) L’arc b,, part de B et rejoint C (1, %) le long du segment [B, 1].
U (iii) L’arc ¢, parcourt C(1,1) dans le sens négatif jusquau point

d’intersection de C (1, 1) et du segment [1, A], dont laffixe est 1+ Le'.

‘n

(iv) L’arc d,, part de extrémité de ¢, et rejoint A le long du segment [1, A].

1
Montrer que Vn € N*, [2"]f(z) = %in a jr(zzi)l du.
. A
3.4) Montrer qu'’il existe A > 0 tel que Vn € N*, n+1 < T

3.5) On suppose que f(z) = O; (1 —2)%, ¢ est—a—dlre qu’il existe un voisinage V' de 1 dans C, un nombre réel

strictement positif M tel que
VeV nu, |f(2) <M|(1—z)o‘|.

g (on pourra se rappeler que la
n

Montrer qu’il existe N € N* et B > 0 tels que Vn > N, ‘f — du‘ <
u
suite de terme général (1 — ;) converge).
3.6) Montrer que |1+ Le’| > 1+ L cos g, pour tout ¢ > 0 et pour tout n € N*. En admettant’ que
+oo ¢ —(n+1) +oo
lim (1 + —cos 6) t¥dt = / t@eteos By,
1 n 1

n—-+oo
en déduire que, si 7 est choisi de sorte que Supp(d,,) C V, il existe C' > 0 tel que

C
Vn > N, ’7{ un+1 ’ v

3.7) Rassembler les résultats des questions précédentes pour démontrer le théoréme de transfert suivant :

si f(z) =01 (1—2)", alors [2"]f(2) = O <no¢1+1> lorsque n — +00.

1(C’est une conséquence du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
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UvsQ 2017/2018

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAB521 (analyse complexe)

15 janvier 2018

Examen (deux heures) du 15 janvier 2018
1 Question de cours (2 points)

Soit f : C — C. Que signifie “f est bornée” ? Que signifie “f est une fonction entiere” ? Enoncer le théoreme
de Liouville.

2 Probleme 1 (11 points)

2.1) Soit a € C. Montrer que si f est holomorphe au voisinage de a, le résidu en a de la fonction z — 1 foz))Q
est f'(a).
2.2) Soient a et b deux nombres complexes distincts. Calculer le résidu en a de la fonction
—
(z—a)*(z = b)*
[Réponse : —(aajbl;3 ]

z

2.3) Soit z €]0,1[. Montrer que les résidus de la fonction méromorphe z — ——————
) 10,1] q p EFErEE

en ses poles sont
+22

4(1—22)¥?
[Réponse : les racines de 22 + %z + 1 sont

les réels
—14+/1—22 ]
—=

2.4) Soit = €]0,1[. On note ~ le cercle trigonométrique parcouru une fois dans le sens positif. Montrer que

4 z I dt
i? Jy (224 22 41) o (14 xzcost)

[Paramétrer le cercle et étre un peu soigneu.sex.]

2.5) En utilisant (soigneusement) la formule des résidus, en déduire la formule

2
dt 2
1 = °
Va €]0, 1], /0 (L+zcost)? (1 — $2)3/2

2.6) On note /- la détermination principale de la racine carrée. Sur quel ouvert maximal de C la fonction
z = /1 — 22 est-elle holomorphe ? On note & cet ouvert. Dessiner 0.

[Réponse : enlever les demi-droites | — oo, —1] et [1, +o00][.]

2.7) Soit z € €. Montrer que le segment K, = {1 4+wuz, —1<wu <1} est un compact ne contenant pas
Porigine. En déduire qu’il existe n, > 0 tel que

Vi € R, |14 zcost| > n,.

[Réponse : K, est compact comme image continue du compact [0,1]. Donc fermé. Il ne contient pas 0 par
définition de €. Prendre pour 7, la distance de 0 & K, .]
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2.8) Montrer que application

. /271’ dt
P .
o (14 zcost)?
est holomorphe sur 0.
[L’intégrand est majoré par 7, et 'intervalle d’intégration est compact.]
2.9) Expliquer pourquoi la formule suivante est exacte :

2m
Ve o, / a2
o (1+zcost)? (VI—22)

[Réponse : par prolongement analytique au connexe 0.

3 Probléeme 2 (7 points)

Soient r et R des nombres réels tels que 1 < r < R, et a € R. Dans le plan complexe, on note D(0, R) le disque
ouvert de centre 0 et de rayon R, et % ouvert

% = D(0,R) \ [1,4o0].
Soit f : % — C une fonction holomorphe. Pour tout n € N, on note [z"]f(z) le n'®™® coefficient du
développement en série entiere de f a ’origine.
3.1) Dessiner % .
3.2) On note Log le logarithme complexe principal et (1 — z)® = exp [a Log(1 — z)].
Question de cours Sur quel ouvert maximal de C la fonction z +— (1 — 2)® est-elle analytique ?

3.3) Soit § €]0,7/2[. On note C(z,p) le cercle de centre z et de rayon p. Pour tout n € N*, soit ~, l'arc
dessiné sur la figure, composé des quatre arcs a, b, ¢, et d, suivants :

(i) Varc a part du point A, intersection de C(0, ) avec la demi-droite issue
de 1 faisant avec l'axe des abscisses un angle 8. Il parcourt C(0,r) dans
le sens positif jusqu’au point B, symétrique de A par rapport a I'axe des

0 A \ 8 abscisses.
, = (ii) L’arc b, part de B et rejoint C (1, 1) le long du segment [B, 1].
T (iii) L’arc ¢, parcourt C (1, %L) dans le sens négatif jusqu'au point

d’intersection de C (1, %) et du segment [1, A], dont l'affixe est 1 + %ew.
(iv) L’arc d,, part de extrémité de ¢, et rejoint A le long du segment [1, A].

LS,

; n+1
um vy U

Montrer que Vn € N*, [2"]f(z) =

A
3.4) Montrer qu'il existe A > 0 tel que Vn € N*, ‘f u‘ < T

fa Tfﬁ)l du‘ < max, |f] f |u\n+1 < 271”:1 max, |f| < maXa maxg |f| ]

- T

n+1

[ Réponse :

3.5) On suppose que f(z) = O; (1 — 2)%, c’est-a-dire qu'il existe un voisinage V de 1 dans C, un nombre réel

strictement positif M tel que
Ve VAU, |f(2)] < MI(1-2)°].

on pourra se rappeler que la

Montrer qu’il existe N € N* et B > 0 tels que Vn > N, ‘f f(ﬁ)l du‘ < = (
e wn no

suite de terme général (1 — %)n converge).
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S ()

un+1

[ Réponse : si N est assez grand pour que Supp(c,,) € V pour tout n > N, alors fc du < M fc ‘ll ‘7311 du <

M%W fcn du < % ou B > 0 puisque la suite ((1 — %)n)n, qui converge vers 1/e, est minorée par un

réel strictement positif. ]

3.6) Montrer que |1+ Le’| > 1+ L cos 3, pour tout ¢ > 0 et pour tout n € N*. En admettant’ que
+oo ¢ —(n+1) +oo
lim (1 + = cos 5) todt = / t%etoos B,
n——+oo 1 n 1
en déduire que, si 7 est choisi de sorte que Supp(d,,) C V, il existe C' > 0 tel que

C
Vn > N, ’7{ un+1 ’_naﬂ'

f(1+Le?) s
(1+7rl m)"“ n

[ Réponse. On parametre le segment et on majore : ‘j;d n’i)l du‘ < +°° ‘dt. Sin > N et si

r est choisi de sorte que Supp(d,) C V, alors ‘fd J"(ﬁ)ld ‘ <4 1 (E)a |1 + %ew’_n_l dt < % grace & la
minoration débile et & ce qu’on admet. ]

3.7) Rassembler les résultats des questions précédentes pour démontrer le théoréme de transfert suivant :

si f(2) =01 (1—2)%, alors [2"]f(z) = O <nal+1> lorsque n — +00.

[ Réponse. L’intégrale sur le segment b, se majore comme celle sur d,,. Puisque R™" = O(1/n**1), l'intégrale
sur 7, est la somme de quatre O(1/n**1). Clest fini. |

1(C’est une conséquence du théoreme de convergence dominée de Lebesgue.
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UvsQ 2017/2018

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAD521 (analyse complexe)

7?7 décembre 2017

Controle continu, épreuve de rattrapage
(une heure)

1 Question de cours

Donner un exemple de fonction holomorphe présentant une singularité essentielle.

2 Exercice

Soit & = {z € C, R(z) > 0}, ou la notation R(z) désigne la partie réelle de z. Pour tout z € 2,
on pose

“+o0
I(z) = /0 e~ at. (1)

2.1) Démontrer que la fonction I est bien définie par la formule (1), qu’elle est holomorphe sur &2,
et que

—+o0
Vze 2, T'(z) = / e 't* !logtdt.
0

2.2) Montrer que, pour tout nombre réel strictement positif z,
Iz +1) =al(x).

Cette formule est-elle encore vraie pour tout x € & ?

2.3) Onnote 2 = {z € C, R(z) > —1}. Montrer comment la formule du 2.2) permet de prolonger
la fonction I" en une fonction analytique sur 2\ {0}.

2.4) Quel type de singularité la fonction I' ainsi prolongée présente-t-elle au point 0 7

2.5) On note A = %(1 —i), B=A,C=—-Aet D=—A. Soit € = ABCD le carré parcouru une
fois dans cet ordre. Calculer
/ I(z)dz.
€
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UvsQ 2017/2018

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAB521 (analyse complexe)

19 juin 2018

Examen (deux heures)

1 Primitives (3 points)

1
a-t-elle une primitive sur R\ {—} ?

1
1.1) La fonction z — o1 5

1
a-t-elle une primitive sur C\ {} ?

1
1.2) La fonction z +—
2z+1

cos x
1.3) La fonction x = ————— a-t-elle une primitive sur R\ {7} ?

(z —m)

cos z
1.4) La fonction z — Gonp a-t-elle une primitive sur C\ {r} ?
z—

2

2 Cotangente et Zeta des entiers pairs ( points)

cos 2
la cotangente de z.
z

Si z est un nombre complexe, on note cot(z) =

2.1) Dire pourquoi la fonction f : z — 7 cot(nz) est méromorphe et 1-périodique sur C. Donner 1’ensemble de
ses poles avec leurs multiplicités.

2.2) Calculer le résidu de f en 0.
1

2.3) Montrer que la fonction z — f(z) — — est holomorphe en 0.
z

2.4) Montrer que la série

définit une fonction holomorphe sur C\ Z.
2.5) En considérant les sommes partielles de la série de définition de g, montrer que g est 1-périodique.
2.6) En utilisant la périodicité de f et de g, montrer que f — g est une fonction entieére.

2.7) Soient Z = {2 €C, [3(z)| <1} et Z =B N{z€C, |R(z)| <1}. Dessiner Z et Z. Montrer que la
fonction f — g est bornée sur Z. En déduire, par périodicité, que f — g est bornée sur 4.

2.8) Montrer que
2
Vze C\Z =i |1+ ——).
2 C\Z, f(:) = ir (14 o
En déduire que f est bornée sur C\ A.

2.9) On admet! que la fonction g est également bornée sur C\ %. Montrer que la fonction f — g est constante
et en déduire la formule d’Euler

1 1 1
Vz e C\Z, ﬁcot(wz)z+2(2_n+z+n>.

n>1

1Pas si simple !
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2.10) Pour tout entier m > 2, on note

Pour tout entier non nul n, développer en série entiere au voisinage de l'origine. En déduire que

22 _n2

VzeC, |z|<1= mzcot(mz) =1—2 Z ¢(2m)2*™.

m>1

2.11) Indiquer une méthode de calcul qui permet de montrer que le début du développement de Taylor de

mzcos(mz) ., . .
mzcot(mz) = ————= a lorigine est
sin(mz)

2 4 2 6 8
t _,1__l7 2_»l7 4_»4l7 6 J
ZCO( Z) 3 i 45Z 945Z 4725

28_’_...

1 1 1 1
2.12) Calculer les nombres Z ol Z v Z o et Z o sous la forme d’un nombre rationnel multiplié
n>1 n>1 n>1 n>1
par une puissance de 7.
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UvsQ 2017/2018
Licence de sciences et technologie, santé
LSMAB521 (analyse complexe)

Examen du 19 juin 2018, session 2 : des réponses

1 Primitives (6 points)

1.1) Par exemple % In(2z + 1).
1.2) Non car l'intégrale le long du cercle unité direct centré en —1/2 de ﬁ vaut 27m.
1.3) Oui parce qu’elle est continue.

1.4) Oui car son résidu en son unique pole, qui est m, vaut 0. Cela se voit sur le DSL(w) de la fonction qui
commence par

1 3

cosT — (z —m)sinm — £(z — m)?cos T+ §(z — ) sinm+--- —1 1+
(z —m)? C(z—m)?2 2
2 Cotangente et Zeta des entiers pairs (14 points)
2.1) C’est le quotient de deux fonctions holomorphes. Périodicité : f(z + 1) = Z:E:ii_:? = i:ij;((;rj)) = f(2).

Poles : Z, tous simples (ce sont les zéros de z — sinmz).
2.2) Le résidu de f en 0 est 1 (par exemple, limg zf(z) = 1).
2.3) Le DSL(0) de z — f(z) — % n’a que des puissances positives ou nulles.
2.4) La convergence de la série est absolue en chaque z € C\ Z, normale sur tout compact de C\ Z. En effet,
si K est un compact de C\ Z, soit R > 0 tels que K C {z, |z| < R}. Alors, si n > R,
1 1
+
z—n z+n

2] < 2R
T 22 —n2 ~ nZ- RZ

qui est le terme général d’une série convergente (les premiers termes, en nombre fini, on s’en fout).

2.5) g(z +1) = limy oo (sh1 + 200 (575 + 57w ) ) On caleule s oy + X0, (s + o) =

1 N-1 1 N+1 1 1 N-1 1 1 1 1 1 1 :
z+1 + Zn:O z—n + Zn:2 z+n =~z + anl (z—n + z+n> + z—N + z+N + z—N-—1 + z+N—+1 qul tend vers g(z)

lorsque N tend vers I'infini.

2.6) De poles de f — g dans la bande {z, — % <Rz < %}, il n’y en a pas a cause de la question 2.3). Donc
f — g est holomorphe dans ladite bande. Comme elle est 1-périodique, elle est entiere.

2.7) Zut pour les dessins. Puisque % est compact et f — g continue (elle est holomorphe), elle est bornée sur
X. Siz € A, il existe un entier m tel que z+m € Z. Alors, |(f — 9)(2)| = |(f — 9)(z + m)| < maxgz |f — g|-

2.8) D’abord,
) eiﬂ'z + e—iﬂz ) e27l7'rz + 1 ) 2
f(Z) =1 elimz _ g—imz = e2imz _ | =ar ( 1+ e2imz _ | '

Si &z > 1, alors
‘62171'2 _ 1’ Z 1 _ ‘62171'2‘ — 1 _6—271'%2 Z 1 _6—271' > 0

Donc f est bornée sur {z, Sz > 1}. Comme f est impaire, elle est bornée sur C \ £ tout entier.
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2.9) f et g sont bornées sur C\ A. Donc f — g est bornée sur C \ &. Par ailleurs, f — g est bornée sur #
(question 2.7)). Donc f — g est bornée sur C. Comme elle est entiere, Liouville assure qu’elle est constante,
égale & (f — ¢)(0) =lim,_,0(f(z) — 2) = 0 d’apres 2.3) (0 est pole simple de f).

2.10) Pour tout z dont le module est < n,

z n z\2m
22—n2:1+z2—n2:1_ z :_Z(ﬁ)

On développe : si |z] < 1,

222 2z 2m 2m 1 2m
chot(wz)=1+zm:1—2zz<ﬁ) —1-2) 27y o =1-2 ) ((2m)e"

n>1 n>1m>1 m>1 n>1 m>1

L’interversion de la troisieme égalité est valide par Fubini (Tonelli puis tout court) sur tout disque fermé
{z, |z| <r} pour 0 < r < 1, puisque, sur un tel disque, |§’2m < (%)Qm qui est positif et sommable en (n,m)
(la somme vaut 7r cot(nr)).

2.11) Puisque mz cot(mz) = S22 on peut par exemple diviser cos w2z par 272 selon les puissances croissantes.
) 4
e

2.12) Le nombre —2((2m) est le coefficient de 22™ dans le développement de Taylor de 7z cot(7z). Les premiers

termes : —2((2) = —%2, d’out ((2) = %2 De méme, ¢(4) = g—g, ¢(6) = % et ¢(8) = 927;0'
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UvsQ 2018/2019

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAD521 (analyse complexe)

14 novembre 2018

Examen partiel (une heure et demie)

1 Question de cours (4-5 points)

1.1) Qu’est-ce que la détermination principale du logarithme complexe ?

1.2) On note Log la détermination principale du logarithme. Calculer Log(—1—1) et Log [(—1 — 2)2} .
Commenter.

1.3) Trouver une détermination continue du logarithme, que ’on notera log, pour laquelle

log [(—1 —)?] = 2log(—1 —1).

2 Exercice 1 (7-8 points)

On pourra admettre les deux résultats suivants de topologie élémentaire :
(i) le cercle unité du plan complexe est un compact (pour la topologie usuelle) ;
(i) une partie discréte d’un espace métrique compact est nécessairement finie.

On note S! le cercle unité du plan complexe, et C' = {z eC, % <|z| < 2}. Dans tout le probleme,
a€ Stet f:C — C est une fonction holomorphe telle que

Vz € C, flaz) = f(2).
2.1) Montrer que {a”, n € N} est fini si, et seulement si a est une racine de I'unité.
2.2) Montrer que la suite (f (a™)), oy est constante.

2.3) Montrer que si a n’est pas une racine de I'unité, alors f est constante sur C.

2.4) Le résultat subsiste-t-il si a est une racine de 'unité différente de 1 7
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3 Exercice 2 (7-8 points)

Soient f une fonction holomorphe dans tout le plan complexe, a et b deux nombres complexes et R
un réel strictement positif. On note yg un arc paramétré constitué du cercle de centre 0 et de
rayon R, parcouru une fois dans le sens direct.

(2) dz.

,),RZ—(J,

3.1) Question de cours : lorsque |a| < R, calculer

3.2) On suppose que a et b sont deux complexes distincts du disque ouvert de centre 0 et de rayon

R. Calculer £2)
/w oo™

(on pourra penser & décomposer la fraction rationnelle X=ac=p o0 éléments simples).

3.3) On suppose que f est bornée sur C, c’est-a-dire qu'il existe M > 0 tel que |f(2)] < M, pour
tout z € C. Montrer que dans ces conditions,

: fz) _
e U

3.4) En rassemblant les deux questions précédentes, démontrer le théoréme de Liouville : si f est
a la fois holomorphe sur C et bornée, alors f est constante.
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UvsQ 2018/2019

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAD521 (analyse complexe)

14 novembre 2018

Corrigé succinct du partiel

1 Question de cours

1.3) Par exemple, la détermination du logarithme définie sur C\ R, et valant —iw en —1, notée ici
log, convient. Elle est définie par logz = In |z| 4+ i arg z ol arg z €] — 27,0 est un argument de z.
Alors, log(—1 — i) = log (V2e™3™/%) = In /2 — 3 et log ((—1 — i)?) = log(2i) = log2e~3"/2 =
In2 — 3% = 2log(—1 —1).

2 Exercice

2.1) Si a est une racine m'®®°¢ de 1'unité, alors {a”, n € N} = {a",0<n <m — 1} est fini.
Inversement, si {a", n € N} est fini, soient n et m tels que a® = a"*™. Comme a # 0, cela
entraine que a™ = 1, i.e. que a est une racine m'™¢ de 'unité.

2.2) On montre par récurrence que f(a™) = f(1), pour tout n € N. C’est idiot sin =0. Sin >0,
et si f(a™) = f(1), alors I'équation fonctionnelle de f implique que f(a"*!) = f(a xa™) = f(a") =
f(1), ce qu'il fallait démontrer.

2.3) Soit g la fonction définie sur C par g(z) = f(z) — f(1). Elle est évidemment holomorphe. Si
a n’est pas une racine de l'unité, alors Z = {a™, n € N}, qui est une partie infinie du compact S,
admet au moins un point d’accumulation (rappel de topologie en téte de 1’énoncé). Dans ces
conditions, I’ensemble des zéros de g, qui contient Z, n’est pas discret. Gréace au théoreme des
zéros isolés, on en déduit, puisque C' est (visiblement) connexe, que g est nulle sur C. Autrement
dit, f est constante sur C.

2.4) Si a est une racine m®™¢ de l'unité, la fonction z + 2™ est holomorphe sur C, vérifie
I’équation fonctionnelle et n’est pas constante. La réponse est non.

3 Exercice

Soient f une fonction holomorphe dans tout le plan complexe, a et b deux nombres complexes et R
un réel strictement positif. On note yg un arc paramétré constitué du cercle de centre 0 et de
rayon R, parcouru une fois dans le sens direct.

z
ey

TR

o1 I (C I B 1)
3.2) VR(z—a)(z—b)d a—b(/m(z—a)d /VR(z—b)d) 2 a—b

3.3) Puisque |f| < M sur C, dés que R > max{|al,|b|}, on a la majoration

/() ‘ g M
G-a=8)| = (R—la) (R )’

3.1) z = 2imf(a) (formule de Cauchy).

Par conséquent,
2rRM

= R Jal) (R — o)) Rorrme
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3.4) Soient a et b dans C, distincts. Pour tout R > max {|al, |b|}, on a

fla) = f(b) = aQi_ﬂb / (z — i;f; —b) dz.

Par passage a la limite lorsque R tend vers +oo, cela montre que f(a) = f(b). Comme cela vaut
pour tous a et b de C, on a montré que f est constante sur C.
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Licence de sciences et technologie, santé
LSMAS521 (analyse complexe)

10 janvier 2019

Examen (deux heures)

1 Questions de cours et résidus (7 points)

1.1) Enoncer la formule des résidus (on apportera un soin particulier & I’énoncé des hypotheses).
1z
1.2) Calculer le résidu en ¢ de la fonction méromorphe z — T3
z
1.3) Montrer que si la partie imaginaire d’un nombre complexe z est positive ou nulle, alors |eiz| <1

1.4) Si R > 1, on note vg : [0,1] — C P’arc paramétré défini par
vt € [0,1], Yr(t) = Re'™.

Dessiner le support de yr et montrer que

iz
lim 5dz = 0.
R—+o0 R 14+ 2

cost
1+¢2

T cost T
Sdt = —.
Lo L+t e

1.5) Dire rapidement pourquoi la fonction ¢ — est intégrable sur R, et montrer que

2 Petit Picard (7 points)

Si w est un nombre complexe, Sw désigne sa partie imaginaire.
2.1) Montrer que |z —i|? = |z + i|? — 432, pour tout nombre complexe z.

2.2) Soient H = {z € C, Iz > 0} et h lapplication

h-H — C

Dessiner H et montrer que |h(z)| < 1, pour tout z € H.
2.3) Soient E, F et G trois ensembles et u: E — F et v: F — G deux applications. Montrer que

(v injective et v ou constante) == (u constante).
2.4) Montrer qu'une fonction analytique C — H est nécessairement constante.
2.5) On admet lexistence d’une fonction holomorphe et injective
w:C\{0,1} - H

(I'existence d'une telle fonction n’est pas élémentaire!). Montrer que toute fonction entiere dont I'image est contenue
dans C\ {0, 1} est nécessairement constante.

11 inverse d’une fonction célebre, appelée modulaire, founit un tel exemple.
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2.6) Soient a et b deux nombres complexes distincts. Expliciter une bijection holomorphe
A:C\{0,1} = C\ {a,b}

dont la réciproque soit holomorphe (on pourra chercher parmi les applications polynomiales de degré 1).

2.7) Rassembler les résultats précédents pour démontrer le petit théoreme de Picard qui s’énonce ainsi : [’image
d’une fonction entiére non constante est le plan complexe tout entier ou le plan complexe privé d’un point.

3 Constance et intégrité (6 points)

Soit k£ : R — R la fonction continue et affine par morceaux dont le graphe est représenté ci-dessous.

Y
y = k(@)

-2 -1 1 2 T

Soit f : C — C la fonction définie par f(z) = k (|z]) pour tout z € C. Soit enfin V = {z € C, Rz < 0}, ou Rz
désigne la partie réelle du nombre complexe z.

On pourra utiliser le résultat de topologie suivant : toute partie non vide, connexe et discréte de C est réduite a
un point.

3.1) Montrer que I'image de la fonction h : V' — C, z — h(z) = exp(z) est contenue dans le disque unité ouvert.

3.2) Soient ¥ un ouvert connexe de C et H : ¥ — C une fonction holomorphe. Soit % un ouvert connexe de C
et F: % — C une application. On suppose que % contient I'image de H (pour pouvoir définir F' o H). Montrer,
en utilisant par exemple f et h, que 'implication

(F continue et F'o H constante) — (F constante ou H constante)

est fausse.

3.3) Soient F une fonction holomorphe et non constante sur un ouvert connexe % et a un nombre complexe.
Justifier brievement que 'ensemble F~'(a) = {z € %, F(z) = a} est une partie discréte de % .

3.4) Soient ¥ un ouvert connexe de C et H : ¥ — C une fonction holomorphe. Soit %7 un ouvert connexe de C et
F : % — C une application. On suppose que % contient 'image de H (pour pouvoir définir F o H). L’implication

(F holomorphe et F o H constante) == (F constante ou H constante)

est-elle vraie ?
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UVSQ 2018/2019

Licence de sciences et technologie, santé
LSMAS521 (analyse complexe)

10 janvier 2019

Corrigé succinct de ’examen

1 Question de cours

1.1) OK.

1.2) C’est un quotient de deux fonctions holomorphes f/g, le dénominateur g ayant en i un zéro simple. Le résidu
i2

demandé est alors f(i)/¢'(i) = - = 5.

1.3) Siz et y sont réels, [e/®+¥| = ¥ < 1, I'inégalité étant valide des que y > 0.

1.4) C’est le demi-cercle de centre 0 et de rayon R contenu dans le demi-plan supérieur. Si z € yg, on est dans

les hypotheses de la question précédente ; ainsi, ’ 13:; < |z‘21_1 — R21_1. On en déduit, puisque la longueur de vr
est TR, que ‘
e'? TR .
R 1+22| 7 R?2 —1R-+o0

S 1+t2

Puisque ¢ — = t2 est intégrable sur R, c’est vrai également de t — <L On

1+¢2
+oo R
cost cost
/ —5dt = lim / —dt
Lo L+t R—+oo J_p 141
et la question précédente pour passer a la limite R — +o0o dans la formule des résidus appliquée a z +— 5 +22 sur
larc 6 formé de g suivi du segment [—R, R]. C’est un lacet simple et direct si bien que, puisque R > 1, l'indice

de ce lacet par rapport & ¢ est 1 (s’il faut, se faire un dessin pour s’en convaincre). On voit immédiatement que 7
est le seul pole de l'intégrand dans le domaine délimité par le lacet. En utilisant la question 1.2), la formule des

résidus donne alors 4 4
e** R cost e** 2im ow
1+ 22 Tl 1+22 2% e
o Lt2 _pl+t e 1tz 2ie e

L’égalité cherchée en résulte comme annoncé, en passant a la limite R — 4oc0.

1.5) Site R, alors |

utilise le fait que

2 Le petit Picard

2.1) |z —i> — |z + > = —2R (iz) — 2R (iz) = —49=.

|z—i? -1 Sz
|2+ \z+z\2’

2.2) Pour le dessin : H est le demi-plan supérieur. Pour le caleul, |h(z)|> = ce qui entraine
que |h(z)] <1 dés que Sz > 0.
2.3) Siwun’est pas constante, soient z,y € E tels que u(z) # u(y). Alors, puisque v est injective, vou(x) # vou(y).
Donc v o u n’est pas constante. On a montré I'implication contraposée.
2.4) Soit g : C — H, analytique. Alors, g est entiére, et, puisque h est holomorphe (c’est une fraction rationnelle),
h o g est une fonction entiere. D’apres la question précédente, h o g est aussi bornée

C-LH HL {z€C, |2 <1}.

On lui applique le théoreme de Liouville : hog est constante. Or, h est injective (c’est une homographie : h(z) = w
équivaut & z = i3 qui montre que h est une bijection entre C\ {—i} et C\ {1}). Par conséquent, g est constante
également : la réponse est oui.
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2.5) Soit f: C — C une fonction entiere dont 'image est contenue dans C \ {0,1}. On peut alors la composer

par p :
c-Lcy\fo,1) S |

La fonction p o f est une fonction entiere dont 'image est dans H. D’apres la question précédente, u o f est

constante. Comme p est injective, f est aussi constante.

z—a

2.6) A:z+ (b—a)z+ a convient ; sa réciproque est A7 : z 1 22

2.7) On suppose que ¢ est une fonction entiere qui évite deux points distincts a et b. Alors, A=! o ¢ est une
fonction entiere a valeurs dans C\ {0,1} :

C-% C\ {a,b} 25 C\ {0,1}.

D’apres la question qui précede la précédente, A~! o ¢ est donc constante. Comme A~! est injective, ¢ est donc
elle-méme constante.

3 Constance et intégrité

3.1) Soit z € V et x = Rz. Alors, |h(z)| = exp(z) < 1, puisque z < 0.

3.2) f:C— Ceth:V — C répondent aux hypotheses. En outre, f est continue puisque k et z — |z| le sont.
Puisque 'image de h est contenue dans le disque unité ouvert, la définition de f entraine que f o h est la fonction
constante égale a 1. Pourtant, ni f ni A ne sont constantes : I'implication est fausse.

3.3) La fonction F — a est holomorphe et non constante, comme F. Ses zéros, qui sont les points de F'~!(a), sont
donc isolés. [Ou bien : par 'absurde et par prolongement analytique sur % ouvert connexe.]

3.4) On suppose F' holomorphe non constante, et F'o H constante égale a a. L’image de H est donc contenue
dans I’ensemble discret F'~1(a). Puisque H : 7 — C est continue et puisque ¥ est connexe, l'image de H est aussi
connexe (théoréme des valeurs intermédiaires). Cette image est donc & la fois connexe, discréte et non vide : elle
est réduite & un point, ce qui signifie que H est constante. [Ou bien : théoreme de l'application ouverte appliqué
a H qui est holomorphe sur 'ouvert ¥.] La réponse est oui.
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Controéle continu : épreuve de replacement

1 Question de cours

Enoncer avec soin le principe du module maximum pour les fonctions holomorphes.

2 Probleme

Soient U un ouvert du plan complexe et f : U — C une application holomorphe.

1) On définit la fonction ¢ : U x U — C par

@16
o(z,y) = vy
fl(x) siz=y.

Montrer que si a € U, alors pour tout (x,y) au voisinage de (a,a) dans U,

wmw:¢@®+l<ﬁwm—ﬂwMt

ou u(t) désigne le nombre complexe u(t) = (1 — t)x + ty.
2) Déduire de la question précédente que ¢ est continue sur U x U.

3) Dans toutes les questions qui suivent, on suppose que a € U est tel que f'(a) # 0. Montrer
qu’il existe un voisinage ouvert V de a dans U tel que

1
V(z,y) €V x V. lp(x,y) —¢la,a)l < 5 |o(a, a)]

4) Montrer que |f(z) — f(y)| > 5|f'(a)||z — y| pour tous x et y dans V.
5) Montrer que la restriction de f & V est injective.

6) Montrer que f(V) est ouvert (on pourra appliquer le principe du module minimum & une
fonction holomorphe bien choisie).

7) Démontrer que la réciproque de I’application holomorphe bijective

Vo o— f(V)

est également holomorphe.
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Examen (deux heures)

1 Questions de cours (8 points)

1.1) La formule
cos 5z = 5cosx — 20 cos® z + 16 cos® x
est vraie pour tout z € [0, 27] (on ne demande pas de démontrer cela). L’est-elle pour tout z € C ?
1.2) Comment s’énonce le théoréme de Laurent pour une fonction méromorphe ?
1.3) Calculer les zéros, les poles et les résidus (avec leurs multiplicités) de la fonction

222 4+2z+5

&)= e

1.4) Développer en série de Laurent en 0 la fonction f dans la couronne {z € C, 1 < |z] < 2}.

2 Un invariant a la Tutte (12 points)

Préambule

(i) Si f et g sont deux fonctions complexes de la variable complexe, on dit que f et g sont équivalentes
au voisinage de Uinfini et on note f ~, g lorsque f(z)/g(z) tend vers 1 quand |z| tend vers +oco. Ainsi,
par définition,

frwg<e=— lim ——F=1.
|z| =400 g(Z)

(ii) Si U et V sont deux ouverts du plan et si f : U — V est une application, on dit que f est un
isomorphisme analytique lorsque f est holomorphe, bijective, et lorsque sa réciproque f=!:V — U est

également holomorphe. On pourra utiliser le résultat suivant (vu en TD) : une application holomorphe
et bijective est un isomorphisme analytique.

(iii) Une fraction rationnelle est, par définition, un quotient de deux fonctions polynomiales.

2.1) Soit f une fonction entiere. On suppose qu’il existe N € N tel que f(2) ~oo 2.

(i) On note T le polynéme de Taylor & lordre N de f & lorigine. Ecrire T'(z) en fonction de z et des
dérivées successives de f en 0.

f(z) =T(z)

(ii) Montrer que la fonction z est entiere et bornée.
(iii) En déduire que f est polynomiale.

2.2) Soit F une fonction méromorphe sur C. On suppose que F' n’a qu'un nombre fini de poles et qu’il
existe C € C et N € Z tels que F(2) ~o Oz,

(i) Montrer qu’il existe un polynéme P tel que z — P(z)F(z) soit une fonction entiere.

(ii) En déduire que F' est une fraction rationnelle.
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2.3) Soient D={z€C, 0<|z] <1} et I:C\ {0} — C Papplication définie par la formule
1
I(z) =2+ -
()=zt 2

(i) Soient z € C\ {0} et w € C tels que I(z) = w. Montrer que, pour tout x € C,
1
Iz)=w<2x € {Z’z}

(ii) En déduire que I est injective sur D.
2.4) On note S! le cercle unité de C. Montrer que I(S') = [-2,2] et que I(D) = C\ [-2, 2].

2.5) Montrer que la restriction de I & D est un isomorphisme analytique entre D et C\ [—2,2]. On note
J:C\ [-2,2] = D la réciproque de cet isomorphisme analytique (autrement dit, J = (I;p 71).

2.6) Soit M € [2,+o0o]. Montrer que pour tout z € C,

(zeDet 11(2)| 2M> — <|z| < M11>'

1
En déduire que lim J(z) = 0, puis que J(2) ~oo —.
z

|z] =00

2.7) Soit F une fraction rationnelle & coefficients complexes telle que F(X) = F(1/X). On admet que
F o J est alors une fonction méromorphe qui n’a qu’un nombre fini de péles'.

(i) Montrer qu’il existe une fraction rationnelle G telle que

Vze D, F(z)G<z+i)

—~
—_
~—

(ii) L’égalité (1) est-elle vraie pour tous les nombres complexes z qui ne sont pas des poles de F' ?

1C’est une conséquence du théoreme de Morera, par exemple.
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Examen (deux heures)

1 Questions de cours (8 points)
1.1) La formule
cos 5z = 5cosx — 20 cos® z + 16 cos® x
est vraie pour tout z € [0, 27] (on ne demande pas de démontrer cela). L’est-elle pour tout z € C ?
Réponse : oui, prolongement analytique.
1.2) Comment s’énonce le théoréme de Laurent pour une fonction méromorphe ?
1.3) Calculer les zéros, les poles et les résidus (avec leurs multiplicités) de la fonction

22242245

e

Réponse : poles —2, +i et zéros —% + i%, tous simples.

1.4) Développer en série de Laurent en 0 la fonction f dans la couronne {z € C, 1 < |z| < 2}.

5 . _ 9.1 1248 _ 9 1 1
Réponse : f(z) =15 + 5 557 = 10147 T 52

1 8 1 9 N .
5 Tz D’ou, dans la couronne,
P P

9 =2 1= (C1)" 8 m (—1)H
fla) =15 27+gzzzn+1+gzzT'

n>0 n>0 n>1

2 Un invariant a la Tutte (12 points)

Préambule

(i) Si f et g sont deux fonctions complexes de la variable complexe, on dit que f et g sont équivalentes
au voisinage de Uinfini et on note f ~ g lorsque f(z)/g(z) tend vers 1 quand |z| tend vers +oco. Ainsi,
par définition,
[~ g<= lim @:1.

(ii) Si U et V sont deux ouverts du plan et si f : U — V est une application, on dit que f est un
isomorphisme analytique lorsque f est holomorphe, bijective, et lorsque sa réciproque f=!:V — U est
également holomorphe. On pourra utiliser le résultat suivant (vu en TD) : une application holomorphe
et bijective est un isomorphisme analytique.

(iii) Une fraction rationnelle est, par définition, un quotient de deux fonctions polynomiales.

2.1) Soit f une fonction entiere. On suppose qu’il existe N € N tel que f(2) ~oo 27

(i) On note T le polynoéme de Taylor & 'ordre N de f a lorigine. Ecrire T'(z) en fonction de z et des
dérivées successives de f en 0.

f(z) =T(z)

NI est entiere et bornée.

(ii) Montrer que la fonction z —
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Réponse : On note g cette fonction. Elle est holomorphe sur C*. Au voisinage de zéro, g(z) =

(M(0) p_N— . - . . N
Zn>N+1 ! n,( )z” N-1 qui est une série de rayon infini. Donc ¢ est entiére.

Par hypothese, f(2)/2V*! — 0 quand |z| — +o0. Le polynéme T est de degré < N, donc T'(2)/2N 1 — 0
quand |z| — 4o00. Ainsi, g(z) — 0 quand |z| — 400. Puisque g est continue sur C, on en déduit qu’elle
est bornée.

(iii) En déduire que f est polynomiale.
Réponse : Par Liouville, g est constante. Donc f(z) = T(z) + 2V *1g(2) est polynomiale.

2.2) Soit F' une fonction méromorphe. On suppose que F' n’a qu'un nombre fini de poles et qu'il existe
C e Cet N €7Ztels que F(z) ~o C2N.

(i) Montrer qu’il existe un polynéme P tel que z — P(z)F(z) soit une fonction entiére.

Réponse : Puisque F est méromorphe, tous ses points singuliers sont des poles. Puisqu’ils sont en
nombres finis, soit P le polynéme P(z) = [[(z — p)¢ le produit portant sur tous les poles p, dont c est la
multiplicité. Alors, fP est méromorphe sur C et n’a pas de pole : elle est entiere.

(ii) En déduire que F est une fraction rationnelle.
2.3) Soient D={z€C, 0<|z] <1} et I:C\ {0} — C Papplication définie par la formule
1
I(2) =2+~
(=21

(i) Soient z € C\ {0} et w € C tels que I(z) = w. Montrer que, pour tout x € C,
1
Ix)=w<=z¢€ {Z’z}

(ii) En déduire que I est injective sur D.
2.4) On note S! le cercle unité de C. Montrer que I(S') = [-2,2] et que I(D) = C\ [-2, 2].

2.5) Montrer que la restriction de I & D est un isomorphisme analytique entre D et C\ [—2,2]. On note
J:C\ [-2,2] = D la réciproque de cet isomorphisme analytique (autrement dit, J = (I;p _1).

2.6) Soit M € [2,+o0]. Montrer que pour tout z € C,

(zeDet 1(2)| 2M> — <|z| < M1—1>'

1
En déduire que lim J(z) = 0, puis que J(2) ~o0o —.

|z] =00 z

2.7) Soit F une fraction rationnelle & coefficients complexes telle que F(X) = F(1/X). On admet que
F o J est alors une fonction méromorphe qui n’a qu’un nombre fini de péles'.

(i) Montrer qu’il existe une fraction rationnelle G telle que
1
Vze D, F(z)G<z+Z) (1)

(ii) I’égalité (1) est-elle vraie pour tous les nombres complexes z qui ne sont pas des poles de F' ?

1C’est une conséquence du théoréme de Morera, par exemple.
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