UvsQ 2023/2024
Licence de sciences et technologie, santé
LSMA202 (algebre linéaire I)

Feuille d’exercices numéro 1

1 Diagrammes de Venn

Un diagramme de Venn est un dessin permettant de représenter des ensembles (abstraits) et leurs éléments. Par
exemple, le dessin qui suit est un diagramme de Venn associé aux ensembles A = {1,2,3,4,5}, B = {3,4,5,6} et
C={1,517,8}:

B

D’une maniere générale, un diagramme de Venn permettant de représenter des ensembles Ay, Ao, ..., A,, comprend :
(i) une région pour chaque Ay, délimitée par une courbe fermée

[La région n’est pas forcément convexe ; dans I’exemple ci-dessus, les courbes sont des cercles, les régions sont les disques qui leurs correspondent.]
(ii) pour chaque élément e, un point se trouvant dans les régions associées aux Ay qui contiennent e et pas dans

les autres.

Un diagramme de Venn général doit donc contenir des régions distinctes pour toutes les relations d’appartenance
aux Aj possibles. Dans l’exemple ci-dessus ot n = 3, on a dessiné 8 régions (I'extérieur est une région qui
correspondrait aux éléments qui ne sont dans aucune des Ay). Dans le cas général, il y a 2™ régions dessinées.
Lorsqu’on omet de dessiner les éléments, un diagramme de Venn permet aussi de visualiser les unions ou les
intersections d’ensembles. En voici deux exemples.

ANB (AUB)\ (ANCQC)

Dessiner un diagramme de Venn qui illustre chacune des expressions ensemblistes suivantes.
(i) ANB (i) A\ B (iii) AUB (iv) (AUB)\ A)\ B (v)y AnBnNnC
(vi) (ANnB)UC (vii) (AuB)NnC (viii) (AU B)\ C (ix) AUBUC)\ (ANnBNC)
(x) (ANB)U(BNCYU(CNA)Y\(ANBNC) (xi) ANBNCN D=

“ Attention, il doit y avoir 2% = 16 régions distinctes !
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2 Des gammes ensemblistes

2.1) Soient A et B des ensembles. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i)ACB (i) ANB=A (iii) AUB = B.

2.2) Soient X un ensemble, A et B deux parties de X.
(i) Est-il vrai que X \ (ANB)=(X\A)U(X\B)?
(ii) Est-il vrai que X \ (AUB) = (X\A)N(X\B)?
(iii) Est-il vraique AC B<—= X\BC X\ A?

2.3) Soient A, B et C trois ensembles.

(i) Montrer que AAB = (A\ B)U (B \ A) et calculer (A\ B)N (B \ A).

(ii) Montrer que AAB = A <= B = (). Donner une condition nécessaire et suffisante pour que AAB = {.
(iii) Montrer que (AAB) AC = AA (BAC).

3 Formule du crible

On ne discute pas 'assertion suivante, qui est intrinsequement liée a la définition de la somme de deux entiers
naturels :

si A et B sont des ensembles finis disjoints, alors Card (AU B) = Card(A) + Card(B).
3.1) Montrer que si A et B sont deux ensembles finis, alors
Card (AU B) = Card(A) + Card(B) — Card (AN B).
3.2) Montrer que si A, B et C' sont deux ensembles finis, alors
Card (AU BU () = Card(A)+Card(B)+Card(C)—Card (AN B)—Card (AN C)—Card (BN C)+Card (AN BNC).

3.3) Soient X un ensemble, K un ensemble fini et (Ag)rex un famille de parties de X. Si J C K, on note
Ay = mjeJ A; si J # 0. Montrer la formule du crible, par récurrence sur le cardinal de K :

Card(U Ak> = Y (-)%I 1 Card(Ay) =) Card(Ag) — Y Card(Ap, NAg,) + -
keK JCK, J#0 k {k1,ka},k1#k2

4 Des gammes sur les applications

4.1) Dans chacun des cas suivants, calculer I'image de f et dire si f est surjective, si elle est injective (et si elle
est bijective).

O f RoRax—z2+x+1 (i) f:R2 = R, (z,y) — 22 + 32 (iii) f:RZ = R, (s,t) — 2s
(iv) f:Z—=Z,w— 2w V) f:Z — 7, ur—s u? (vi) f:ZxN* = Q, (n,d) — 2
4.2) Dans chacun des cas suivants, calculer f(A4) et f~1(B).
(i) f:R—=R, o 22 A=1[-3,2], B=11,2]
(i) f R>R,w—3w-7,A=10,1], B=10,1]
(iii) f:R? = R, (z,y) = 22 + 9%, A=R x {0}, B=11,2]
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4.3) Soient E et F deux ensembles finis et f : E — F une application.

En s’appuyant sur la définition d’un cardinal qui stipule que deux ensembles X et Y ont le méme cardinal si, et
seulement s’il existe une bijection X — Y, montrer que :

(i) si f est injective, alors Card(F) < Card(F) ;
(ii) si f est surjective, alors Card(F) > Card(F).
Les implication réciproques sont-elles vraies 7
4.4) Soit h: N2 — N* définie par
V(p,q) € N?, h(p,q) =2"(2¢+1).
Montrer que h est une bijection. Trouver une bijection®™ entre N? et N.

4.5) Solent f: X =Y, g9:Y — Zet h: Z — T des applications.
(i) Montrer que si f et g sont injectives, alors g o f Pest aussi.

(ii) Montrer que si f et g sont surjectives, alors g o f 'est aussi.
(iii) Montrer que si g o f est injective, alors f 'est aussi.

(iv) Montrer que si g o f est surjective, alors g l'est aussi.

(

v) Montrer que si g o f et h o g sont bijectives, alors f, g et h sont toutes les trois des bijections.

5 Quelques gros symboles

Les assertions suivantes sont-elles vraies ?
1 1

i 1——1+—| =11

O N -t -w

(i) (J [e.1] =]0,1]

EERi

(i) R=JIn—-1,n+1[
neN

(iv) [0, +o0[= U [n* —n,n*+n|
neN

(v) [0, +oo[= U [n® —n? n®+n?]
neN

6 Un jeu abstrait, introduction aux groupes

Un groupe est un couple (X, %) ot X est un ensemble et oll x est une application X x X — X, (z,y) — x xy qui
vérifie les axiomes suivants (attention a la notation particuliere de cette application, notée comme une opération
sur X) :

() Y(2,y,2) € X3, (zxy)xz=a*(yx2);
(i) Jee X, Ve e X, xxe=exx =2x ;
(i) Ve e X, e X, zxy=y*+x=e.

Soit E un ensemble. On note &g 'ensemble des bijections £ — E. Comme d’habitude, on note o la composition
des applications. Montrer que (&g, o) est un groupe.

“Une telle bijection a pour conséquence qu’une union dénombrable d’ensembles dénombrables est encore dénombrable. S’assurer
d’une argumentation précise. Ce résultat n’est pas dénué d’une certaine profondeur.
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UvsQ 2023/2024
Licence de sciences et technologie, santé
LSMA202 (algebre linéaire I)

Feuille d’exercices numéro 2

7 Sous-espaces vectoriels

7.1) Soient V un espace vectoriel réel et W une partie de V. Montrer que les assertions (i), (ii) et (iii) suivantes
sont équivalentes.

(i) W est un sous-espace vectoriel de V'
(ii) (a) W est non vide
(b) W est stable pour ’addition, c’est-a-dire que Yo,w € W, v+w € W
(¢) W est stable pour la loi externe, c’est-a-dire que Vv € W Ve e R, z-v € W
(iii) (a) Oy € W
(b) W est stable par combinaisons linéaires, c’est-a-dire que Yv,w € W, Va,y € R, 2v + yw € W.

7.2) Soient V et W deux sous-espaces vectoriels d’un méme espace vectoriel réel U. Montrer que V U W est un
sous-espace vectoriel de U si, et seulement si V C W ou W C V.

7.3) Dans les situations qui suivent, le sous-ensemble A du R-espace vectoriel V' en est-il un sous-espace vectoriel ?

() V=R2et A= {(z,y) €V, -3y =0} (i) V=R3et A= {(z,y,2) €V, z — 3y + 42 =0}
T

(iii)VM;MR)etA{(i) ev, 1:3y7} (iv) V=Mszi(R)et A= y|leV,z-3y=0
z

V) V=R?et A={(s,t) €V, s> —t* =0} (vijV=R3et A= {(u,v,w) €V, u? —3v®+ uw =0}
(vii) V=R*et A= {(a,b,c,d) €R* a—b+c—d=0eta+2c=0}
(viii) V=R3 et A= {(z,y,2) €V, (z—y)* + (y+ 2)®> =0}
(ix) V=Rlet A= {(z,9,2) €V, (z—y)? + (y+2)* =1}
x)V=R3et A={(z,y,2) €V, (x—y)*+ (y+2)? = -1}
(xi) V=R3et A= {(u,v,w) €V, u?+v? +w? — 20w =0}

7.4) On note F lespace vectoriel réel des applications R — R pour les lois usuelles. Les sous-ensembles suivants
de F en sont-ils des sous-espaces vectoriels 7

HA={feF, fB) =0 ()B={feF f(r)=-1}  (ii)C={feF Vee[-11], f(z)=0}
(iv) D={f € F, f(22)—Oeth€Z f(z) =0} (v) E={f €F, estdérivableet f/' =2f}
(vi) F={f € F, est dérivable et Vz € R, f'(z) —2f(z) =sinz}

(vii) G ={f € F, est dérivable deux fois et [’ — f =0}

(viii) H={f e F, VteR, f(-t)=—f(t)} (ix) I = {f € F, f est continue et /2 f(s)ds = 0}
-1

2
(xii) L={feF, AT >0, Vx e R, f(z+T) = f(z)}

(x) J = {f € F, f est continue et /2 f(s)ds = 1} (xi) K={feF, VzeR, fl(x+1)=f(x)}
1

[NB : I’exercice (xii) est plus difficile. La réponse est non. Montrer par exemple que la somme de la fonction sinus et de la fonction z — sin (27x)

n’est pas périodique en dérivant deux fois une hypothétique T-périodicité. Contempler finement les dessins ci-dessous de = + sinz + sin 27x.]
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7.5) On note U Pespace vectoriel réel des suites de nombres réels pour les lois usuelles. Les sous-ensembles suivants
de U en sont-ils des sous-espaces vectoriels 7

(i) A= {(“n)neN> Yn €N, upi1 — 2uy, = 1} (ii) B = {(un)neN, Vn €N, Uy — 2u2 = 0}
(iii) C = {(un)n€N7 Yn € N, upi1 — 2u, = 0} (iv) D = {(un)n€N7 Yn €N, Upio = Upy1 — Qun}
(v) E ={u €U, u est croissante} (vi) F = {(un)pen> » VREN, Upys =un}

(vil) G = {(u")nEN’ dT e N*, Vn e N, upir = u"}

7.6) Soit d € N*. La trace d'une matrice carrée M = (mi;),; iy € Ma(R) en est la somme de ses éléments
diagonaux : T

d
Tr (M) = Z megk-
k=1
(i) Montrer que pour toutes M, N € Mgy (R) et pour tout = € R,
TT(M+N)=Tr(M)+Tr(N) et Tr(aM)=aTr(M).
(ii) L’ensemble {M € M, (R), Tr (M) = 0} est-il un sous-espace vectoriel de M, (R) ?
(iil) L’ensemble {(]W, N) € Mg (R)*, Tr(M)—2Tr(N) = O} est-il un sous-espace vectoriel de My (R)* ?

7.7) L’ensemble

]\/[:{(Z : ;) EMQ’S(R), a+b+c=d+e+f=a+d=b+€=c+f=0}

est-il un sous-espace vectoriel de Mz 3 (R) ? En donner trente-six éléments non nuls. Montrer que parmi les
équations qui définissent M, au moins une est redondante et pourrait étre enlevée dans la définition de M.

8 Sous-espaces vectoriels engendrés
8.1) Le sous-espace vectoriel de R* engendré par (—1, —%, 0,—1) et (3,0,—3,3) est-il contenu dans
{(m,y,z,t) eRY, 2 —2y+2=0, zt} ?
1

1 -1
8.2) Les trois vecteurs (_11> , <g> et ( 8 > sont-ils tous dans le sous-espace vectoriel de My 1 (R) engendré par
—1 0 1

() ()= (2)
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8.3) On note C 'espace vectoriel des applications R — R continues muni des lois usuelles. On note ¢, m et n les

éléments suivants de C :
/: R—R m: R—R n: R—R

x > cos?x x +— cos (2x) 1

L’application £ est-elle dans le sous-espace vectoriel de C engendré par m et n 7

8.4) On note S l'espace vectoriel des suites de nombres réels pour les lois usuelles. Le sous-espace vectoriel de S

engendré par les suites géométriques de raisons %\/g et _1%‘/5 est-il contenu dans

{(un)neNa Vn € Na Upt2 = —Upt1 + un} ?

8.5) Soient U, V et W trois sous-espaces d’un méme espace vectoriel réel. Parmi les quatre inclusions suivantes,
lesquelles sont-elles vraies 7

HU+V)NWCUNW+UNW i) (U4+V)NWO2UNW+UNW
() TU+VnNW)CU+V)NU+W) (VY U+(VnNW)D2U+V)N({U+W)

9 Indépendance linéaire, génération de sous-espaces

9.1) Dans R*, étudier si les familles suivantes sont libres ou liées.
(i) (2,3,0,5), (0,1,0,4), (1,1,0,2)

(i) (-5,2,8,—-16), (—5,3,17,-14), (1,1,11,6)

(iii) (0,1,2,-1), (1,2,-1,0), (0,2,-1,1), (4,6,1,3)

9.2) On considere les vecteurs w; = (1,2,1,0), wy = (—1,1,1,1), wg = (2,—-1,0,1) et wy = (2,2,2,2). Ces
vecteurs engendrent-ils R* ?

9.3) Soit E = {(z,y,0) € R, z € R, y € R}. Donner un systéme générateur de E.
9.4) Soit F = {(u +v,u,v) ER®, ueER, veE R}. Donner un systéme générateur de F.
9.5) Soient a, 3 € R. Soient A, B, C, D et E les vecteurs de R* suivants :
A=(a,—,8,-0), B=(a,—,5,8), C=(8,8,a,a), D= (8,—B,a,a), E=(1,1,1,1).
(i) Trouver une relation linéaire entre A, B, C, D et E. Réponse : on trouve 8B + (a + 8)C — aD — B(a + B)E = 0.
(ii) Donner une condition nécessaire et suffisante sur « et 8 pour que la famille {A, B, C, D} soit libre.
9.6) Soient u, v et w trois vecteurs d’un espace vectoriel V. Les deux propriétés suivantes sont-elles équivalentes ?
(i) u, v et w sont linéairement dépendants
(ii) u est une combinaison linéaire de v et w
Dans le cas contraire, établir si (i) implique (ii) ou si (ii) implique (i).
9.7) Soient u, v et w trois vecteurs d’un espace vectoriel V. Les trois propriétés suivantes sont-elles équivalentes ?
(i) u, v et w sont linéairement indépendants
(ii) u n’est pas combinaison linéaire de v et w

(iii) u, v et w sont deux & deux linéairement indépendants

Dans le cas contraire, établir toutes les implications vraies entre ces assertions.

9.8) Soient z, y et z trois vecteurs linéairement indépendants d’une espace vectoriel réel. Existe-t-il des réels tous
non nuls a, b, ¢, d, e et f tels que la famille

{ax + by, cy + dz,ez + fx}

soit liée ?
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9.9) On note (e, e, e3) la base canonique de M3 1 (R) et v un nombre réel. Soient
v =ex+ (1+7)es, va=e3+ (1+7)er, vs=e1+ (14 7)es.

A quelle condition sur v la famille {vy,v2,v3} est-elle libre ?
9.10) Montrer que les applications

1

t—t, t—Int, t— —

12

sont linéairement indépendantes dans ’espace usuel des applications R} — R.

9.11) Soient a et b deux nombres réels distincts. Montrer que les applications t + e et ¢ > €® sont linéairement
indépendantes dans ’espace vectoriel usuel des applications R — R. Généraliser ce résultat au cas de trois fonctions
exponentielles, puis quatre, puis pour une famille quelconque d’applications du type t — e“*, u € R.

9.12) Pour tout n € N, on note P, l'application R — R, z — 2. Montrer que la famille {P,, n € N} est libre
dans 'espace usuel des applications réelles de la variable réelle.

9.13) Soit f : [0, +oo[— [0,4+00], z — In(1l + z). On note f; = f et on définit f,, par récurrence sur n € N* par
la formule f,,+1 = f o f,. Montrer que f; et fy sont linéairement indépendantes. Plus généralement, montrer que
la famille {f,, n € N*} est libre.

9.14) Soient 7 et s deux nombres complexes distincts. Montrer que les suites géométriques (r™), .y et (s™)
sont linéairement indépendantes.

neN

10 Bases, dimension

10.1) Dans les cas suivants, (u,v,w) est-il une base de R3 ?
Hu=(-1,1,1),v=(1,-1,1), w=(1,1,-1)

(il) u = (0,1,2), v=1(2,0,1), w = (1,2,0)

(iii) u = (1,a,a?), v = (1,b,b%), w = (1,¢,c?) ol a, b et ¢ sont des réels

10.2) Soient a, b, c et d les vecteurs suivants de R* :
a=(1,-2,1, 2), b=(1,-3,1,2), c= (2, —4,3,4), (1,-1,2, 3).

(i) Montrer que (a,b,c,d) est une base de R*.
(ii) Calculer les coordonnées d'un vecteur quelconque (z,y, z,t) de R* dans la base (a, b, ¢, d).

(iii) Calculer les coordonnées dans la base (a, b, ¢, d) des vecteurs de la base canonique de R*.

10.3) Soit a € R. Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs

(a’+2va’aa_ 2)v (laav_l)a et (CL, _a71) 7

10.4) Soient V le sous-espace vectoriel de R? engendré par (2,3, —1) et (1,—1,2). Soit W le sous-espace vectoriel
de R? engendré par (3,7,0) et (5,0, —7). Montrer que V = W et trouver une équation de cet hyperplan de R?.

10.5) On se place dans R%.

(i) On considere les vecteurs v1 = (1,2,0,1), vo = (2,1,3,1) et v3 = (2,4, 0,2). Déterminer une base du sous-espace
vectoriel de R* engendré par {v1,vs,v3}.

(ii) On considére les vecteurs wy = (1,2,1,0), we = (—=1,1,1,1), w3 = (2,-1,0,1) et wy = (2,2,2,2). Déterminer
une base du sous-espace vectoriel de R* engendré par {wy, wa, w3, wy}.

(iii) Déterminer une base de la somme et une base de I'intersection des deux sous-espaces des questions précédentes.
10.6) Soient G = {(J},y, 2)ER3, o —2y+ 2= 0} et H= {(Jc, y,2) ER3, 20 —y+ 22 = O}. Donner des systemes
générateurs finis de G et de H. Quelles sont les dimensions de G et de H 7 Calculer la dimension de G N H.
Calculer la dimension du sous-espace de R? engendré par G U H.
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10.7) L’ensemble des nombres complexes comme espace vectoriel réel
On rappelle, c’est du cours, que ’addition et la multiplication usuelles dans C font de C un espace vectoriel sur R.

(i) Donner cing bases différentes de C sur R.

(ii) Soient u et v deux nombres complexes non nuls. Montrer que (u,v) est une base de C sur R si, et seulement si
L ¢R.

v

10.8) Espaces de polyndomes

Pour tout d € N, on note Ry[X] 'espace des applications polynomiales R — R nulles ou de degré inférieur ou égal
ad.

(i) Trouver une base de R4[X] et calculer sa dimension.

(ii) Montrer que la famille {1,1+ 2,1+ 2 + 22,1+ z + 2> + 23} est une base de R3[X] (notations évidentes).

(iii) Plus généralement, pour tout n € N, soit @Q,, une fonction polynomiale de degré n. Montrer que pour tout
d € N, la famille {Q,, n € {0,...,d}} forme une base de 'espace vectoriel Ry[X].

10.9) Calculer la dimension de l’espace vectoriel engendré par les applications R — R suivantes (notations
évidentes) : 1, cosx, sinz, sin 2z, cos 2z, sin® z, cos? .

10.10) Espaces de suites définies par une relation de récurrence

On note F (N, R) l’espace vectoriel usuel des suites & valeurs réelles.

(i) Montrer que I’ensemble des suites réelles vérifiant
™
VneN, upr1 = Zun

est un sous-espace vectoriel de F (N,R) et en donner une base.

(ii) Montrer que ’ensemble des suites réelles vérifiant

Vn €N, Upio = Upy1 + 6uy,
est un sous-espace vectoriel de F (N, R) et en donner une base (on pourra raisonner en cherchant si ’espace contient
des suites géométriques).
10.11) Matrices symétriques et antisymétriques
Une matrice carrée M = (m;;),; .oy € Ma (R) est dite symétrique lorsque m; ; = m;; pour tous (i,7). Elle est
dite antisymétrique lorsque m; ; = —m;; pour tous (i, 7).
(i) Montrer que ’ensemble des matrices symétriques est un sous-espace vectoriel de M, (R) et calculer sa dimension.
(ii) Montrer que les des matrices antisymétriques forment un sous-espace vectoriel de M (R) ; calculer sa dimension.
(iii) Montrer que l'espace vectoriel M4 (R) est engendré par les matrices symétriques et les matrices antisymétriques.
(iv) On note S; (R) le sous-espace des matrices symétriques et 4,4 (R) le sous-espace des matrices antisymétriques.
Est-il vrai que My (R) =84 (R) ® Aq (R) ?

10.12) Carrés magiques

On appelle carré magique d’ordre 3 un tableau carré (matrice carrée 3 x 3) de neuf nombres réels tel que les
sommes des éléments de chaque ligne, de chaque colonne et de chaque diagonale soient égales & un méme nombre ;
ce nombre est appelé somme du carré magique. On note C I'ensemble des carrés magiques et Cy ’ensemble des
carrés magiques de somme nulle.

(i) Donner des exemples de carrés magiques en essayant d’en construire des non triviaux. Comment étre sir des
les avoir tous ?

(ii) On considére un carré magique comme une matrice carrée, avec les opérations sur les matrices définies en cours.
En adoptant ce point de vue, montrer que C et Cy sont des espaces vectoriels.

(iil) Montrer que si A = (ai:j)lgz‘,jg?, est dans Cp, alors ag 2 = 0. Trouver un systeme générateur de Co.

(iv) Montrer que si A = (a;,;)

1<i j<g €St un carré magique de somme s, alors 3as 2 = s.
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(v) On note [1] le carré magique dont tous les coefficients égalent 1, et D le sous-espace vectoriel de C engendré
par [1]. Montrer que toute matrice de C s’écrit de maniére unique comme la somme d’un élément de Cy et d’un
élément de D.

(vi) Déduire de ce qui précede une fagon de trouver tous les carrés magiques d’ordre 3. Quelle est la dimension
deC?

(vii) Pour aller plus loin : généraliser tout cet exercice aux carrés magiques d’ordre d pour n’importe quel d € N*.

10.13) Relation de Grassmann
Soient V' et W deux sous-espaces vectoriels d’une espace vectoriel de dimension finie. On cherche & montrer la
relation de Grassmann qui affirme que

dim(V + W) = dim V + dim W — dim(V 0 W). (1)

(i) Se rappeler pourquoi V NW est un sous-espace de V, de W et de V + W. En appliquant deux fois le théoréme
de la base incomplete, montrer qu’il existe des entiers naturels i, d et e et des vecteurs uq, ..., u;, Vi41...,0d,
Wit1, ... We tels que :

- (u1,...u;) est une base de VW ;

- (u1,... Ui, Vig1,...,v4) est une base de V ;

- (u1,. . uj, Wi, ..., W) est une base de W.

(ii) Montrer que, dans les conditions de la question précédente,

(U1 e e Uiy Vi 1y -+ o5 Uy Wig 1 - -+ 5 We)

est une base de V 4+ W.
(iii) Démontrer la relation de Grassmann (1).

10.14) Fonctions paires et impaires

On note F l’espace vectoriel des applications R — R. On note aussi P le sous-ensemble de F formé des applications
paires et Z le sous-ensemble de F formé des applications impaires. Vérifier que P et Z sont des sous-espaces de F.
Est-il vrai que F =P &L ?

Reprendre le méme énoncé en remplacant “applications” par “applications continues”, puis par “applications de
classe C'” et enfin par “applications polynomiales”.

10.15) Dans tous les cas suivants, trouver un sous-espace de R* qui soit un supplémentaire de W (et méme, dans
un second temps, les trouver tous).

i) W={(z,y.2,t) eR*, z+2z—2t=0}

(ii) W =R(0,1,1,1) + R(1,0,1,1) + R(1,1,0,1)

(iii) W = {(z,y,2,t) eRY, z+ 2 -2t =0et y+ 2 =0}

(iv) W est le sous-espace engendré par (—1,1,1,1) et (1,1,—1,1)

(v) W est Uintersection des hyperplans d’équations z +y =0, y+2=0, 2+t =0

(vi) W est la droite vectorielle R(1,1,1,1)

10.16) Soient Wy, Wy et W3 trois sous-espaces d'un espace vectoriel V. On suppose que V = Wy + Wy + Ws.
Est-il vrai que V = W7 @ Wy @ W si, et seulement si Wq N Wy = {0}, W1 N W5 = {0} et Wo N W3 = {0} ?

10.17) Soient V un espace vectoriel réel, W, Wy, W5 trois sous-espaces de V. Est-il vrai que

V:W1@W2:>W:(WQW1)@(WQW2) ?
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Feuille d’exercices numéro 3

11 Sont-elles linéaires ?

11.1) L’application R? — R? qui traduit & l'aide de coordonnées la symétrie par rapport & I'axe des z est-elle
linéaire 7

11.2) Soit (a,b,c) € R3. L’application R® — R3, (z,y, 2) + (2,7, 2) + (a, b, ¢), qui traduit & I'aide de coordonnées
la translation de vecteur (a, b, ), est-elle linéaire ?

11.3) L’application R? — R, (z,y) — zy est-elle linbaire ?

11.4) Sil <m < n, lapplication R™ — R™, (z1,...,z,) — (z1,...,Ty) est-elle linéaire ?

11.5) On note C° I'espace des applications continues R — R et C! 1’espace des applications continfiment dérivables
R — R.

(i) L’application C* — C°, f + f’ est-elle linéaire ?
5

ii) L’application C® — R, f / f(t)dt est-elle linéaire ?
—2

iii) Soit @ € R. L’application C! — R, f — f(a) est-elle linaire ?

iv) Soit f € C°. L’application C® — C°, g+ g o f est-elle linbaire ?

v) Soit f € C°. L’application C° — C°, g — f o g est-elle linéaire ?

11.6) Soient E, F, G et H des espaces vectoriels réels et f € Hom(F, G).

(i) L’application Hom(G, H) — Hom(F, H), g — g o f est-elle linéaire ?

(ii) L’application Hom(E, F') — Hom(F, G), g — f o g est-elle linéaire ?

11.7) Soit 6 € R. L’application R? — R2, (z,y) — (x cos 0 — 2y exp (92) , gx + ysin? 9) est-elle linéaire ?

o~~~ —_

12 Sous-espaces et applications linéaires

Démontrer, sans aucun calcul, que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R* — on pourra les
voir comme noyaux ou images d’applications linéaires que l'on explicitera. [Supplément d’ame, pour s’entrainer
encore : calculer leurs dimensions.|

12.1) A= {my,zt)€R4 T+ 2y — St—O}

12.2) B={(z,y,2,t) €R*, WER, v=—u, y=3u, 2=0, t =7u}

12.3) {(z,y,2,t) ER* 2z —y+2-3t=0ct x+2=0}

12.4) B={(z,y,z,t) ER}, 2 4+y=0,20—y—2=0, y+4t=0, 2 —y+2z—2t=0,2 — 22+t =0}
12.5) {(z,y,2,t) eR*, I(u,v) ER? z=2u+v, y=u—2v, z2=u, t=—-2v}

12.6) {(z,y,2,t) eR*, Fu,vER, z=u}

13 Equations paramétriques ou cartésiennes de sous-espaces

Dans les situations ci-dessous, V' est un espace vectoriel réel, B une base de V' et W un sous-espace vectoriel de V.
Donner une équation paramétrique, une équation cartésienne de W et la dimension de W.
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13.1) V = M;51 (R), B est la base canonique de V et une équation paramétrique de W est

T = 2t1 + 3t2 — t3
To = 3t1 — tg + 2t3
T3 = —t + 2t2 + 3t3
Ty = tl + 2t3

Iy = 2t1 + 5t3,

ou t1, to et t3 sont les parametres.

13.2) V =R>, B est la base canonique de V et une équation cartésienne de W est

T1+x3+25=0
To+x3—2x5 =0
T, + xo + 45 = 0.

13.3) V = M3 (R), B est la base canonique de V et W est le sous-espace des matrices magiques de somme nulle
(les sommes des trois lignes et des trois colonnes sont nulles).

13.4) V = M3 (R), B est la base canonique de V' et W est le sous-espace des matrices symétriques.

11

13.5) Soit J = (0 1

). On prend V = Ms (R), B est la base canonique de Vet W ={M €V, JM = MJ}.

14 Applications linéaires injectives, surjectives ou bijectives, rang

14.1) Dans toutes les situations suivantes, étudier le noyau, l'injectivité, I'image, la surjectivité, la bijectivité et
le rang de application linéaire f.
(i) On note P V'espace des applications polynomiales R — R pour les lois usuelles. Prendre pour f 1’application
P — P, P P’ ou P’ désigne application dérivée de P.
(ii) Dans les conditions de la question précédente, prendre pour f lapplication P +— P’ — P.
(iii) f:R3 = R3, (z,y) — Cr+y+z,2+2y+ 2,2 +y + 22).

0 -1
(iv) f est I'application linéaire R? — R* dont la matrice dans les bases canoniques de R? et de R* est 1

O~ NN

-2

2 1 -1
(v) f est 'application linéaire R3® — R? dont la matrice dans la base canonique de R3 est M =|—¢ —3 3 |.

4 2 =2
(vi) f est 'application linéaire R* — R3 dont la matrice dans la base canonique de R? est la transposée de M.

(vii) On note (ey,eq,e3,¢e4) la base canonique de R*. Ici, f est I'application linéaire f : R* — R* qui vérifie

f(e1) =ea, fe2) =e1, fe3) =eset f(es) =e3.

(viii) Méme question avec f (e1) = eq, f (e2) = eq, f(e3) = e3 et f(es) = e7.

1 1 1
(ix) Onnote ug = [ 1], uo = (2| et ug = | 3 ]. Montrer que (u1, us,u3) est une base de M3z (R). Ici, f est
1 4 9

I'application linéaire f : R® — R? définie par f (u;) = ((1)>, f(u2) = (i) et f(ug) = (_11>
14.2) Soient E, F et G trois espaces vectoriels réels, f € Hom(E, F) et g € Hom(F, G). Montrer que

rg (g o f) < min {dim(E),rg(f),rg(g)} -
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15 Produit matriciel
15.1) Soit A = (b d) € M5 (R). Montrer que

A% — (a+d)A + (ad — be)Iy = Oy,

ou Oy désigne la matrice nulle. En déduire que A est inversible si, et seulement si ad — be # 0.

15.2) Des gammes

1 -2 3 1 -1 -1 1 a 0 0 12
Onmote A= (4 5 6|,B=[-2 1 2|,c=[1],p=|0 b 0],E=[2 1|,L=(1 -1 1),
2 1 0 3 1 4 0 00 ¢ 3 3

ol a,b,ceR.

Calculer, lorsque cela est possible, les matrices suivantes :

(i) AB, BA, A%, B% (A+ B)? A + 2AB + B?

(ii) LC, CL, AC, LA

(iii) A+ E, AE, EA, E'A

(iv) AD, DA en retenant effet de la multiplication a droite ou & gauche par une matrice diagonale, qui a un
intérét algorithmique dont il sera question en cours.

15.3) Encore des gammes
Lorsque les matrices suivantes sont inversible, calculer leurs inverses.

1 cosf) —sinf cosf) sinf .
( ) < 1) < > R<sin9 cos@) <sin9 —COSQ) ouf € R.
2 0 2 7 1
5 1 b
8 1 0

(ii) D = ,G = o1 a,beR.

~N b~ =
O O W
St e O
QO O

1
L E=10
1

O = =
!

Il
o O =
|
[t
w

15.4) Introduction au Vandermonde

1 a a® b—c 0 0 be —ac ab
Soient V.=|(1 b v |,D= 0 a—c O et W=|-(b+c¢) at+c —(a+b)] ota,bceR.
1 ¢ c? 0 0 a—>b 1 -1 1

(i) Calculer WDV

(ii) En déduire que V est inversible si, et seulement si a, b et ¢ sont distincts ; calculer alors I'inverse de V.

10 2 0
15.5) Soit A = (2) (1) (; (2) . Montrer que (A + I)%(A — 314)? = Oy, ou Oy désigne la matrice 4 x 4 nulle.
02 10

Développer ce produit, en déduire que A est inversible et calculer I'inverse de A en fonction de I, A, A% et A3.

15.6) On suppose qu’'une matrice carrée M € M, (R) vérifie une égalité du type
Md +ad,1Md_l + -+ CL2M2 +a1M+ a().[n = On

ol ag,...,a4—1 € R avec ag # 0 et ot O,, désigne la matrice nulle de M,, (R). Montrer que M est inversible.

15.7) Applications de la question précédente

-2 —2v3 23
(i) Montrer que R = % —34++v3 1—+3 343 estinversible.
-3-V3 3-V3 1+3

[Sans se décourager, on calculera la puissance troisitme de R.]
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(ii) Soient a,b € R et C =

o = O

0 1
0 a|. Montrer que C3 = bC? + aC + I3. En déduire que C est inversible, pour
10

tous a,b € R.

16 Projecteurs et projections, méme combat

Soient V' un espace vectoriel et f € End(V).

5 -1 =2

16.1) On suppose que B est une base de V et que Matg(f) = ¢ [ =1 5 —2|. Montrer que fo f = f. Calculer
-2 -2 2

le noyau et 'image de f et montrer qu’ils forment deux sous-espaces supplémentaires de V.

16.2) On suppose que fo f = f — on appelle un tel endomorphisme un projecteur. Montrer que im(f) Nker(f) =
{0} et en déduire que V' = ker(f) @ im(f). Montrer aussi que im(f) = ker (f —idy). En déduire qu’il existe deux
sous-espaces supplémentaires W et W’ de V tels que pour tous (v,w,w’) € V. x W x W',

v=w+w = f(v) =w.

16.3) SiV=WaeW' ou W et W sont deux sous-espaces supplémentaires de V', on dit que f est la projection sur
W parallélement a W' lorsque f(w+w') = w, pour tout (w,w’) € W x W’ — bien noter que cette définition n’a de
sens que parce que la somme est directe. Montrer que f est une projection si, et seulement si f est un projecteur.

16.4) Soient W et W' deux sous-espaces supplémentaires de V. Soient p la projection sur W parallelement & W’
et ¢ la projection sur W' parallelement a W. Montrer que

pop=p, qoq=gq, poq=qop=0 et p+qg=idy
— on a noté 0 ’endomorphisme nul.
16.5) Dans les conditions de la question précédente, on note (ws, ... wq) une base de W et (wf,...w/ ) une base
de W’. Montrer que B = (w1, ...wq, W], ... w)) est une base de V et calculer

Matg(p) et Matg(q).

16.6) Dans R3, soient A = {(z,y,2) € R?, 4+ y+22=0} et B = Vect {(1,0,1)}. Montrer que A et B sont
deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R. On note p la projection sur A parallelement & B.

(i) Si (z,9,2) € R3, en notant (2/,y,2") = p((x,y,2)), calculer o', y’ et 2z’ en fonction de =, y et 2 (on pourra
résoudre les équations fournies par les relations (z/,y/,2') € A et (¢/,y/,2') — (z,y,2) € B). Quel est le rang de p ?

(ii) Calculer la matrice P de p dans la base canonique de R3.

(iii) Calculer la matrice @ de la projection sur B parallelement & A dans la base canonique de R3 et vérifier que
P2=P Q>°=Q,PQ=QP =03¢et P+Q = Is.

16.7) En adoptant les définitions de I'exercice 17, on note s la symétrie par rapport & W parallelement & W', et
p la projection sur W parallelement & W’. Montrer que idy +s = 2p.

17 Les involutions linéaires sont les symétries

Soient V' un espace vectoriel réel, W et W' deux sous-espaces supplémentaires de V. Autrement dit, V =W & W'.
17.1) La symétrie par rapport & W parallélement ¢ W' est 'application s : V — V définie par

Vo,w,w' €V XWX W v=w+uw = s(v)=w—w'. (2)
Montrer pourquoi ’hypothese V. = W & W’ garantit que (2) définit bien une application et montrer que s est

linéaire.
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Faire une dessin de l'effet de s lorsque V' est un plan vectoriel et W et W' des droites de V. Idem lorsque dimV = 3,
dim W = 2 et (donc) dim W' = 1.

17.2) Soit s la symétrie par rapport & W parallelement a W”.

(i) Montrer que s o s =idy — on dit que s est une involution.

(ii) En déduire que s est un automorphisme de V.

(iii) Calculer ker (s —idy ) et ker (s +idy ).

17.3) Soit s: V — V une application linéaire involutive (i.e. telle que s? = idy).

(i) Montrer que ker (s — idy ) et ker (s — idy ) sont deux sous-espaces vectoriels de V' et qu’ils sont supplémentaires.
(ii) En déduire que s est la symétrie par rapport & ker (s — idy) parallelement & ker (s + idy ).

17.4) Soit s la symétrie par rapport & W parallelement & W’. On note (w1, ... wq) une base de W et (wf,...w})
une base de W’. Montrer que B = (w1, ... wq, w},...w),) est une base de V et calculer Matp(s).

17.5) Soit f,g: R3 — R3 les deux applications linéaires dont les matrice dans la base canonique C de R? sont

1 8 —4 -1 1 —14 2 -1
Matc(f) = § —4 -7 -4 et Matc(g) = B 2 11 =2
-1 -4 8 1 -2 2

Montrer que f et g sont des symétries ; calculer leurs axes et leurs directions.

17.6) Dans les deux situations de la question précédente, en appelant A l’axe de la symétrie et D sa direction,
trouver des bases de A et de D ; on nomme 3 la base de R3 obtenue en accolant la base choisie de A & celle de D.
Ecrire la matrice de passage P de B vers la base canonique de R? et retrouver le résultat de la question 4) : calculer
la matrice de la symétrie dans cette nouvelle base B et conjuguer la matrice de la symétrie de facon bien choisie.

17.7) En adoptant les définitions de 'exercice 16, on note s la symétrie par rapport & W parallelement & W', et
p la projection sur W parallelement & W’. Montrer que idy +s = 2p.

18 Indépendance de formes linéaires
18.1) On note a, b et c les trois formes linéaires sur R? suivantes : V(z,y, z) € R3,
a’(xayaz) =r—y+z, b(xayVZ) =r—z et c(x,y,z) =z+y.

Dans 'espace dual (R?’)* = Hom (R3, R), les vecteurs a, b et ¢ sont-ils linéairement indépendants ?

18.2) On note dx, dy et dz les formes coordonnées de la base canonique de R3. Autrement dit, pour tous
(r,9,2) € R3, dx(x,y,2) = z, dy(z,y,2) = y et dz(x,y,2) = z. Montrer que (dz,dy, dz) est une base de (Rs)*
On Pappelle base canonigue de (R?)". Calculer les coordonnées de a, b et ¢ dans la base canonique de (R?)".

18.3) Dans les cas suivants, calculer la dimension du sous-espace de (R?’)* engendré par les formes linéaires
ly,... 4, et calculer la dimension de l'intersection des hyperplans dont les ¢; sont des équations.
() n=2 4y z2)=x+y+z b@yz)=c—y+z

i)n=23,0 =dy+dz, s =dz+dx, 3 =dr+dy
111) TL:37 El(x,y,z):x+y+z7 Eg(m,y,z)zx—y%-z, ﬁ;(m,y,z):x—i—?)y—i—z
iV) n:47 El(x,y,z)::chyfz, 62(I7yaz):x7y+za ég(I,y7Z):7I+y+Z, 64(x,y,z):x+y+z

(
(
(
(V) n=4, ¢y =2dx +dz, by = dx — dy, b3 = —dx — 3dy — 2dz, 4 = dx + dy + dz
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19 Matrices d’applications linéaires dans des bases variées

Dans tous les cas suivants, calculer Matg g/ (f).
(i) f: M1 (R) = Mz (R), (i) — <ch), B et B’ sont égales a la base canonique de My ; (R).

(i) f:R3 - R? (x,9,2) = (22 — 2,32 — 4y + 2), B est la base canonique de R3 et B’ est la base canonique de R?.

x 1 0 0 0
(iii) f: Maq (R) = M2 1 (R), Z — (5), B= (1) , 1 , (1) o et B’ est la base canonique de R2.
t 0 0 1 1
(iv) f: R? = R® (z,y) — (—2+2y, 32— 3y, —y), B est la base canonique de R? et B’ = (1,2,0), (-2,1,0), (0,0, 1))
1 1 1 1 0 0
(v) f: M3z (R) = Ms 1 (R) est application identique, B = of,(1],[1 et B/ = 1 1 0
0 0 1 1 1 1
2 1
(vi) f: R? — R3 est l'application linéaire telle que Matec cr = | —1 0 | olt les bases C et C’ sont C = ((2,1), (1,1))
-1 2

et C' = ((0,0,1),(0,1,0),(1,0,0)), B est la base canonique de R? et B’ est la base canonique de R3.

20 Trouver des coordonnées

Soit v = (1,2,3) € R3. Dans tous les cas suivants, montrer que B est une base de R? et calculer les coordonnées
de u dans B, en utilisant une matrice de passage.

(i) B=1((1,1,0),(0,1,-1),(0,0,1)).

(ii) B =((0,0,-1),(0,—1,0),(-1,0,0)).

(iii) B = ((1,1,1),(1,2,3),(1,2,2)).

(iv) B=((1,-1,0),(0,1,-2),(1,0,1)).

21 Vers la dualité : deux formules opératoires

Soient V' un espace vectoriel réel de dimension finie d > 1 et (eq,...,eq) une base de V. On note e} la k°® forme
coordonnée relative a la base (eq,...,eq).
21.1) Montrer que (ej,...,e}) est une base de V*. On lappelle classiquement la base duale de la base (eq,. .., eq).
21.2) Montrer que pour tout v € V, d
v = Z e (v)eg
k=1
21.3) Montrer que pour toute £ € V*, d
= Z leg)er
k=1

A noter
Lorsque (v,£) € V x V*, on note parfois £(v) = (v, £). Les formules duales démontrées ci-dessus s’écrivent alors :

d d

idy = (ep)er et idye = (e, e

k=1 k=1

— exercice : préciser les notations.
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22 Quelques centralisateurs
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour tout A € M,, (R), on note

Ca={MeM,R), AM=MA}.

22.1) Montrer (sans calcul) que C4 est un sous-espace vectoriel de M,, (R) et que si B € R*A, alors Cp = Ca.

22.2) En considérant la matrice I,,, montrer que dimC,4 > 1, pour tout A € M,, (R). En remarquant que A € Cy4,
montrer que dimC4 > 2, pour tout A € M, (R).

[Pour cette deuxiéme inégalité, on pourra discuter selon que A est colinéaire & I,, ou non.]

22.3) Montrer que si A et une matrice diagonale dont tous les coefficients sont distincts, alors dimCaq = n et
donner une base de C4.

22.4) On suppose que n =3 et A = . Montrer que dimC4 = 3 et calculer une base de C4.

22.5) On suppose que n =3 et A = . Montrer que dimC4 = 5 et calculer une base de C4.

OO O O OO
OO OO
SO = OO

0

22.6) Montrer que lorsque n = 2, alors dimC4 = 2 si, et seulement si A ¢ RI5.

[On pourra prendre une matrice A = (Z 2) quelconque et discuter selon ses coefficients, en commengant par le cas générique bc # 0).]

23 De la trace

On rappelle, c’est du cours, que la trace d’une matrice carrée M = (m; ;) est la somme de ses coefficients

diagonaux :

1<i,j<n
k=1

et que l'application Tr : M,, (R) = R, M — Tr M est une forme linéaire.
23.1) Montrer que pour toutes 4, B € M,, (R), Tr(AB) = Tr(BA).
23.2) En déduire (avec minutie) que deux matrices semblables ont la méme trace.

23.3) Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Montrer que deux matrices d’'un méme endomorphisme
f € End(V) ont la méme trace — on prend la méme base de V' au départ et a Parrivée. On définit ainsi la trace
de f comme étant la trace commune & toutes les matrices qui représentent f.

23.4) Pour tous i,j € {1,...,n}, on note E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls excepté celui de la 7
ligne et de la j° colonne qui vaut 1. Soit A € M,, (R). Montrer que

(VM € M, (R), Tr(AM) = 0) PEN (V(z’,j) e{l,...,n}*, Tr(AE;,) = o).
23.5) Soit A € M,, (R). Montrer que Hq = {M € M,, (R), Tr(AM) = 0} est un sous-espace vectoriel de M,, (R)
et que dimH 4 = n — 1 si, et seulement si A # O,,, ou O,, désigne le zéro de l'espace M,, (R).
23.6) On note M,, (R)" I'espace dual de 'espace vectoriel M,, (R). Pour toute A € M, (R), on note t4 la forme
linéaire ta: M, (R) —> R
M s Tr(AM).

Montrer que ’application

o: M,R) — Mn(R)*
A — ta

est linéaire et bijective.
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23.7) Est-il vrai que pour toute forme linéaire £ € M,, (R)", il existe A € M,, (R) telle que

VM € M, (R), £(M) = Tr(AM) ?

23.8) Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Est-il vrai que pour toute forme linéaire £ € End(V)*, il
existe a € End(V) tel que
VfeEnd(V), €(f)=Tr(aof) ?

23.9) Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Est-il vrai que pour toute forme linéaire ¢ € End(V)*, il
existe b € End(V) tel que

VfeEnd(V), £(f)=Tr(fob) ?
24 Formes linéaires sur les polynomes

Pour tout entier naturel n, on note R,,[z] 'espace vectoriel réel des applications polynomiales R — R nulle ou dont
le degré est inférieur ou égal & n. Ainsi, f € R, [z] si, et seulement s'il existe ag,...,a, € R tels que

Ve e R, f(z) = Zakxk.
k=0

24.1) Se rappeler, mémoire de lycén-ne, pourquoi il suffit qu’une application polynomiale soit nulle sur l'intervalle
[0, 1] pour qu’elle soit nulle. Calculer la dimension de 'espace vectoriel R,,[z], pour tout n € N.

24.2) Soit n € N. Pour tout P € R, [z], on note ¢, Papplication
ip: Ryz]— R

1
Q — /0 P(z)Q(z)dx.

Soit P € R, [z]. Quelles propriétés de I'intégrale assurent que ip est une forme linéaire sur R, [z] ? Montrer que
ip = 0 si, et seulement si P = 0.
24.3) Montrer que lapplication R, [x] — R, [z]*, P+ ip est linéaire et bijective.

24.4) Montrer que pour toute forme linéaire £ : R, [x] — R, il existe P € R, [z] telle que
1
¥Q € Rla), €@ = [ POQ
0

25 Noyau et image prescrites

Soient V' un espace vectoriel (réel) de dimension finie, I et N deux sous-espaces vectoriels de V. Montrer qu’il
existe un endomorphisme f de V tel que I = im(f) et N = ker(f) si, et seulement si dim I 4+ dim N = dim V.
26 Cas d’égalité du noyau et de I’image

Soient V' un espace vectoriel (réel) de dimension finie et f € End(V). Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) ker(f) = im(f)
(ii) fo f =0et dim(V) = 2rg(f).
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27 Dual d’un espace de dimension infinie

On note R[z] lespace vectoriel réel des applications polynomiales R — R. Ainsi, f € R[z] si, et seulement s'il
existe n € N et ag,...,a, € R tels que

Ve eR, f(z)= Zakmk.
k=0

27.1) Pour tout n € N*, par abus de langage, on note x™ 'application polynomiale z — 2™ ; on note aussi 2°

I'application constante  — 1. Montrer que la famille ordonnée (™), . est une base de R[z].

[On rappelle qu’une partie G d’un espace vectoriel en est une famille génératrice lorsque tout vecteur de ’espace est une combinaison linéaire
(sous-entendu : d’un ensemble fini) de vecteurs de G. De méme une famille £ de I’espace en est une famille libre lorsque toute relation linéaire

entre (sous-entendu : un ensemble fini de) vecteurs de £ est nécessairement triviale.]

27.2) Quels sont les arguments précis qui montrent que pour tout a € R, application

do: Rlz] — R
P +—— Pla)

est une forme linéaire ?

27.3) Soient n € N* et a,ay,...a, des nombres réels distincts. Trouver une application polynomiale P qui vérifie :
P(a) =1et P(ar) =0, pour tout k € {1,...,n}.

27.4) Montrer que la famille (0,),cp est libre.

27.5) Regrouper tous les arguments qui précédent pour montrer que R[z] est un espace vectoriel de dimension
(infinie) dénombrable alors que son dual R[z]* est de dimension infinie non dénombrable.

28 Rang d’une composée
Soient X, Y et Z trois espaces vectoriels réels de dimensions finies, f € Hom(X,Y), g € Hom(Y, Z). Schématiquement,
x-Ly %7

28.1) Prouver que ker(f) est un sous-espace vectoriel de ker(g o f). Soit alors S un sous-espace supplémentaire
de ker(f) dans ker(g o f), c’est-a-dire trel que ker(go f) = S @ ker(f). Montrer que

f(8) = im(f) Nker(g).

28.2) En déduire que
dimker(g o f) = dimker(f) + dimim(f) Nker(g)

et que
vg(f) = 1g(g o f) + dimim(f) N ker(g).
28.3) Déduire de la question précédente que

rg(g) =rg(go f) + dim F — dim (im f + ker g) .
28.4) Montrer les inégalités

max {0, rg(f) +rg(g) — dim F'} <rg(go f) < min {rg(f),rg(9)} -
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29 Interpolation de Lagrange
Soit n un entier naturel non nul. On note R, [z] I'espace vectoriel des fonctions polynomiales nulles ou de degré
inférieur ou égal a n.

29.1) Soient ag,...,a, € R, distincts. En reprenant les notations de l’exercice 25, montrer que (04, .. .04, ) €st
une base de espace dual R, [z]*.

29.2) Soient ag,...,a, € R, distincts et by, ...,b, € R. Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale P,
nulle ou de degré inférieur ou égal a n telle que

VkG{O,...,n}, P(ak):bk

29.3) Dans les conditions de la question précédentes, montrer que P a la forme explicite suivante : Vz € R,

P)=Yb0 [ .

k=0 jefo,..nh\(k} T Y

30 Cas ou noyau et image sont supplémentaires

Soient V' un espace vectoriel (réel) et f € End(V).

30.1) Montrer que ker(f) Nim(f) = (0) si, et seulement si ker (f o f) = ker(f).

30.2) Montrer que ker(f) +im(f) =V si, et seulement si im (f o f) = im(f).

30.3) On suppose que V est de dimension finie. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.
(i) V = ker(f) ® im(f) ;

(i) er (/o f) = ker(f) ;

(ii) i (f o f) = im(f).
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UvsQ 2023/2024
Licence de sciences et technologie, santé
LSMA202 (algebre linéaire I)

Feuille d’exercices numéro 4

31 Apres I’algorithme : une introduction

Un systéme linéaire avec second membre (s), apres application d’un algorithme du pivot de Gauss, est associé a la
matrice échelonnée réduite

1 2 0 0]-3
R=|10 01 0|1
0 0 0 0] O

31.1) Combien (s) a-t-il d’équations ? Combien (s) a-t-il d’inconnues ?
31.2) Calculer le rang de (s).
31.3) Résoudre (s) (en donner I'ensemble des solutions).

31.4) Existe-t-il une solution de (s) dont la somme des coordonnées soit nulle ?

32 Résolution de systemes linéaires : des gammes

32.1) Ecrire sous forme matricielle et résoudre — de plusieurs fagons y compris en utilisant ’algorithme du pivot
de Gauss — les systemes linéaires suivants. Calculer leurs rangs.

. —2x—2y=20 .. t = —52 —Tu +56v="17 . 27x1 + 1o = 23
() { 5r—y =0 (i) { 9o g=3q () { uttbo=17 V) { —14z) — 25 = —10

6k =06 . xr — 6y =85 .. T, +4x9 =0 6x+y=0
(V){ h+3k=—4 (VI){ z—y=15 (V“){ ~2;, — 815 =0 (Vm){ 10z —y =0

32.2) Ecrire sous forme matricielle et résoudre — de plusieurs fagons y compris en utilisant ’algorithme du pivot
de Gauss — les systemes linéaires suivants. Calculer leurs rangs.

4y —22=10 dr1 — 30 =2 —9u — 450 —w =0 1 — 232 + 8xg = 2
(i) 2+62=0 (i) § —z1+xe+a3=—4 (i) 2u+100—-2w=0 (iv) ¢ 221 — 1223 =0
dr4+3y+2=9 —T] —T9 =2 —u—5v—1Tw =0 1 — 63 =4
x1— 12 =—1 2z 4+ 40y 4 136z = 12 —b—c=0
(v) & z1 + ldze = —16 (vi) § —2x—16z=1 (vil) ¢ a—2b+4c=0
To = —1 r+y+1lz=1 —a—5b—-17c=0

i) i:igfj” (o { A2 l4z=2 [ 5o 35y — 40z =9
M - 1\ 10z 4202 = —10 —x— Ty +82= -3

—2b—c= -2
—x+9y+22=—6 —5r+30y—2=4
(xi) —2x+ 18y +2z=—4 (xii) —3x+18y—z=2
—Sx+45y+2=06 —r+6y+4z=17
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32.3) Ecrire sous forme matricielle et résoudre — de plusieurs fagons y compris en utilisant ’algorithme du pivot
de Gauss — les systemes linéaires suivants. Calculer leurs rangs.

3r —2z—5t=-5 1 — @2 + 923 — 3x4 = —15

Q) 2 +9z4+t=45 (i) —x1 —br3+ 14 =4 (i) { 8x + 16y + 64z = 0
dex+y—z—4t=-7 —2x1 — 1y — 63 — 214 = 11 r+2y+82—t=0
—2y—z+2t=1 221 + 1023 + 34 = —11

r—4y—2z+t=0
20+ 1424+ 2t =0

(iv){ —2x -5y +422 —-16t =0 (){—2a+10b—c+3d:—4
3x+2y+252+t=0

22 + 3y — 30z + 4t = 0 a—5b—c+3d=2 (vi)

x+Ty+332+34t =0 —a+9y—-76=11 dr +y+ 162 — 6t = 17
(vil) ¢ 2—92—1t=0 (viii) ¢ B4+~v—20=—6 (ix) o—3y+17z2—Tt=24
—x+y+15z+6t=0 a+28—Ty+30 =-17 —x+ 10y — 452z = —10

33 Ou l’on discute selon la valeur de parametres

Selon la valeur des parametres réels a, b, m ..., calculer le rang des systémes linéaires suivants et les résoudre —
les inconnues sont notées x, y, z ou t. Ecrire Pensemble des solutions sous plusieurs formes (ensembliste, équations
paramétriques ou cartésiennes, etc).

33.1) Rapidement

(i) ax = b

(i)ar=0 (ii) az = 1

33.2) Le dernier dit tout

Hx+2y=m (ii) ax — 3y =m (iii) ax + by =1 (iv) az+by=m
33.3) Deux-deux
. 2x4+3y=a .. mz+ 9y =a mz+9y =a . ar+cy=20 ar +cy=m
(l){7m+9yb (“){ (“1){ WV berdg=0 O berdy=0
33.4) Plus-plus

z4+y+(1l—m)z=m+2

rryTmE=Emo g QS m)r—y+2:=0

r+my—z=1

r+y+mz=m
) z+my—2z=1 (11){

r+y—z=1 20 —my+3z=m+2
T+ay+a’z+adt=a .
. ar + a’y + a®z +t = a® arfby+z=1
(iv) (V) z4+aby+2z=0>

a’r 4+ a*y + z +at = a®

&3+t az+ ot = o r+by+az=1

34 DMatrices de rang 1

Soient m et n deux entiers naturels non nuls.

34.1) Soient X € M,, 1 (R) et Y € M,, 1 (R). Montrer que X'Y est une matrice de rang inférieur ou égal a 1 de
M (R).

34.2) Inversement, soit M € M,, , (R) une matrice de rang 1. Montrer qu’il existe X € M, 1 (R) et Y € M,, 1 (R)
tels que M = X'Y.
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35 Quelques calculs de rangs, encore des gammes

Calculer le rang des matrices suivantes, en discutant le cas échéant de la valeur des parametres (bien siir).

(i) (}1 ‘3) (ii) ((1) }) (iif) G D (iv) (12 _21) (v) ((1) é) (vi) (8 2) olta,b € R

(1 o a 1\ . . 4 0 =2 a b a\ .
(vii) (2 )ouaeR (viii) (0 b) oua,beR (ix) (2 1 1) (x) (b a a) ouna,beR

2 0 m a b-c
(xi) | -1 3 (xii) m | oumeR (xiii) c a oita,b,ceR
-2 1 m —|— 1 m? b+c —a
1 2 0
(xiv) |1 2 0
0 0 1 2 2 =2 —12 -3

1 1 -1 8 4 -16 2 3 1
(xv) [ -3 -3 3 (xvi) |0 4 -8 (xvii)) ([0 5 1
4 4 0 2

0

0

1 -3 6 2 Y o 11
(xviii) {2 -5 10 3 (xix) 0 -1 1 -1 (xx) {0 b 1| oua,bceR
3 =8 17 4 0 0 ¢

36 Caractérisation de la trace

On rappelle que la trace Tr(M) d’une matrice carrée M est la somme de ses coefficients diagonaux.
36.1) Soit f: Ms (R) — R une application linéaire qui vérifie :
(i) f(MN) = f(NM), pour toutes M, N € My (R) ;

(i) f (I2) = 2.
Montrer que f(M) = Tr(M), pour toute M € M (R).

[On pourra montrer que f prend la méme valeur sur deux matrices semblables, puis calculer les valeurs nécessaires de 'image par f des matrices

de la base canonique de M3 (R).]

36.2) Montrer que I’énoncé de la question précédente est encore vrai dans M,, (R), pour tout n > 2.

37 Endomorphismes et matrices nilpotentes

Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie.

37.1) Soient r un entier naturel non nul et W7 C Wy C --- C W,. des sous-espaces vectoriels emboités de V. Pour
chaque k € {1,...,r}, on note dj, la dimension de Wy. Montrer qu’il existe une base de V telle que, pour chaque
ke {l,...,r}, les di premiers vecteurs de cette base forment une base de Wi.

37.2) Soit u € End(V) un endomorphisme nilpotent de V, ce qui signifie qu’il existe un entier naturel non nul &
tel que u* soit ’endomorphisme nul. Soit r le plus petit entier naturel tel que u” = 0.

(1) Montrer que
ker (u) C ker (u®) € -+- C ker (u"™') C ker (u”).

(ii) En déduire qu’il existe une base B de V dans laquelle la matrice de u est de la forme suivante (autrement dit,
Matg(u) est triangulaire supérieure avec une diagonale nulle) :

Matp(u) = . (3)
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37.3) Montrer qu'un endomorphisme qui admet une base dans laquelle sa matrice est de la forme (3) est nilpotent.

37.4) Soit n > 1. Une matrice M € M,, (R) est dite nilpotente lorsqu’il existe un entier naturel non nul r tel que
M"™ = O,, — on a noté O,, la matrice nulle de M € M,, (R). Montrer qu'une matrice carrée est nilpotente si, et
seulement si elle est semblable & une matrice de la forme (3).

37.5) Montrer que les matrices suivantes sont nilpotentes et leur trouver une matrice semblable de la forme (3)
en explicitant la matrice de passage. Calculer le rang de ces matrices.

6 4 2 1 2 4 11 4 (1) 8 8 8
(i) @fo o o i) | 1 -3 1 (iv)

-9 6 o 1 o e -1.2 0 0

1 110

38 Un endomorphisme d’un espace de matrices

11

Soit A = (1 1

>. On note f I'application définie par

f: Ma(R) — My (R)
X — AX.

Montrer que f est linéaire. Calculer I'image et le noyau de f. Sont-ils supplémentaires 7 Calculer la trace de f.
39 Un calcul de puissances

110
Onnote U =0 1 1]. Pour tout n € Z, calculer U™ de deux fagons :
0 0 1

(i) par un calcul direct ;

(ii) en remarquant que (U — I3)* = Oj.

40 Deux équations linéaires matricielles

2 3 =2 1 2 -1
40.1) Soient A= (4 -1 —-2]etB=|2 —1 —1]. Trouver toutes les X € M3 (R) telles que A = XB.
0 1 0 -1 2 0
-2 1 1 1 2 -1
40.2) Méme questionavec A= 8 1 —-5|letB=(2 -1 -1
4 3 =3 5 0 3
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