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1 Ensembles, applications

La théorie des ensembles et la logique sont intrinséquement liées. On ne développe ici aucun
des deuz aspects de ce méme champ de connaissances qui fait, par ailleurs, l’objet de recherches
contemporaines o l'intersection des mathématiques et de l'informatique théorique.

1.1 Descriptions des ensembles en mathématiques

En mathématiques, on distingue généralement deux types de description des ensembles :

(i) la description en extension, ol I'on écrit entre accolades la liste exhaustive de tous les éléments de I’ensemble.
Par exemple, I’ensemble {0, R, —7} a trois éléments qui sont le nombre 0, ’ensemble R et le nombre —.

(ii) La description en compréhension, ou l'on écrit entre accolades une phrase qui décrit tous les éléments de
I’ensemble. Cette phrase est le plus souvent écrite a I’aide d’un mélange de symboles mathématiques et de bouts
de textes en langage courant.

Par exemple, ’ensemble {f, f est une fonction croissante R — R et f(1) = —2} est I’ensemble des fonctions croissantes dont ’ensemble de
départ et ensemble d’arrivée sont R, et qui vérifient f(1) = —2. La fonction u : R — R définie par la formule V¢ € R, u(t) = —2 + (¢t — 1)3

est un élément de cet ensemble — qui contient bien d’autres éléments, par ailleurs.

Exemples

(i) L’ensemble E = {0, 1,2, 3}, défini ici en extension, peut se décrire en compréhension par E = {t € Z, 0 <t < 3}.
(ii) L’ensemble F = {(z,y) € Z?, x* 4+ y* < 1}, décrit ici en compréhension, ne contient que 5 élements et peut
s’écrire en extension F = {(0,0),(1,0), (0,1),(—1,0), (0,—1)}.

A noter

(i) La description en extension est réservée aux ensembles finis.

(ii) Dans une description en extension, la répétition d’un élément et l'ordre d’écriture n’ont pas d’effet. Par
exemple, les ensembles {2 —5,V2,N, -1 -2, %}, {-3,N,v2} et {N,—3,/2} sont égaux.

(iii) A une sorte de mi-chemin entre extension et compréhension, on utilise parfois des pointillés lorsque le
contexte est suffisamment peu ambigu. Par exemple, N* = {1,2,...}, |1,19)NZ = {2,3,...,19}, 3Z =
{...,—6,-3,0,3,6,9,...}.

(iv) 11 existe un unique ensemble qui ne contient aucun élément : c’est ’ensemble vide, noté ) ou encore {}.
Cette assertion gravite autour de I’axiomatique de la théorie des ensembles — selon le systéme axiomatique que
I’on prend, son existence est un axiome, ou se déduit d’autres axiomes. Si E est n’'importe quel ensemble, @) en
est un sous-ensemble, que I'on appelle parfois sa partie vide.

1.2 Quelques liens entre logique et opérations sur les ensembles

Soient E et F' deux ensembles.

Intersection et et
On note E N F Vintersection de E et de F' qui est 'ensemble des objets qui appartiennent a F et a F :

Ve, € ENF)<= (x € Eetx€F)

Réunion et ou
On note E'U F' la réunion de E et de F' qui est ’ensemble des objets qui appartiennent a E ou & F :

Ve, (1€ EUF) <= (x € Eoux € F)

A noter : le ou mathématique est toujours inclusif.
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Inclusion et implication
On note E C F, ou encore indifféremment F C F', I'assertion F est inclus dans F' qui signifie que tout élément
de F est aussi élément de F' :

(ECF)< (Vo, (z€E)= (z€F))

On dit aussi que E est une partie de F', ou encore que E est un sous-ensemble de F'.
Exercice Montrer que E C F équivaut a Va, x ¢ F ou x € F.

A noter
Le symbole =, reservé en mathématique a 'implication logique, ne signifie jamais “donc”.

Egalité et équivalence
Deux ensembles sont égaux lorsqu’ils ont les mémes éléments. Autrement dit,

(E=F) <= (Vz, (r€E) < (z€F))

L’égalité entre deux ensembles équivaut ainsi a la fameuse double inclusion : en termes opératoires, pour montrer
que = F, on montre tres souvent que £ C F et FF C F.

De la méme fagon, I’équivalence entre deux assertions équivaut a la double implication : en termes opératoires,
pour montrer que p <=> ¢, on montre tres souvent que p = q et ¢ = p.

Complémentaire, ou différence
Le complémentaire de F dans E, noté E \ F, est ensemble des éléments de F qui ne sont pas dans F :

Ve, (t e E\F)<= (r€Eetx¢F)

Souvent, on parle de différence de E et I’ en réservant le terme de complémentaire au cas ou F' est une partie
de E.

Différence symétrique
La différence symétriqgue de E et F, notée EAF = (EUF)\ (ENF), est le complémentaire de I'intersection
dans la réunion de E et F':

Ve, (t€ EAF) <= (r € EUFetx ¢ ENF)

Elle correspond au ou exclusif, souvent appelé zor en informatique (pour exclusive or, en anglais). En francais,
on dit parfois ou bien.

Produit cartésien
Le produit cartésien E x F est Pensemble des couples formés d'un élément de E (en abscisse) et d’un élément
de F' (en ordonnée), dans cet ordre. On note les couples avec des parentheses :

ExF={(z,y),x€ E,y € F}.

Contrairement & la notation ensembliste pour laquelle {x,y} = {y, 2}, I'ordre compte dans la notation des cou-
ples : en général, (z,y) # (y,xz). Plus précisément, (z,y) = (y,x) si, et seulement si z = y. Plus généralement,

(z,y) = (z,t) <=z =zet y=*t.

Ensemble des parties
L’ensemble des parties de E est souvent noté P(E), ou encore 2 (pour des raisons de cardinal, voir plus bas
et en TD). Par exemple, ) € P(FE) et £ € P(E), qui est une traduction des inclusions ) C F et £ C F.

La logique mathématique se base toujours sur le principe du tiers exclus : une assertion et sa négation ne
peuvent pas étre vraies toutes les deux, alors qu’au moins une des deux est vraie. Autrement dit, dire qu’'une
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assertion est vraie équivaut a dire que sa négation est fausse. La célébrissime proposition qui suit est un petit
apercu de la difficulté de la théorie des ensembles, dans laquelle, peut-étre plus encore qu’ailleurs, toute évidence
apparente doit étre interrogée.

Proposition Il n’existe pas d’ensemble de tous les ensembles.

PREUVE. En raisonnant par ’absurde, on suppose que ’ensemble de tous les ensembles existe et on le note £.
On note alors F son sous-ensemble F = {x € £, = ¢ z} (ce serait 'ensemble des ensembles qui ne sont pas
éléments d’eux-mémes). Le principe du tiers exclus impose que ou bien F € F, ou bien F ¢ F, mais pas les
deux & la fois. Si F € F, alors, selon la propriété qui définit F lui-méme, F ¢ F et le principe du tiers exclus
est contredit : impossible. Il est donc faux que F € F, ce qui signifie que F ¢ F. Mais alors F ne vérifie pas
la propriété qui définit F en compréhension : il est faux que F ¢ F, ce qui signifie que F € F et le principe du
tiers exclus est a nouveau contredit : impossible. On a prouvé la proposition. [ |

1.3 Gros symboles et autres abréviations

Soit (E;),c; une famille d’ensembles, indexée par un ensemble non vide I — on ne fait pas d’autre hypothese sur
I’ensemble I des indices : c’est un ensemble quelconque, non vide™.

Intersection et quantificateur universel V
L’intersection des F;, notée ﬂ FE; est 'ensemble des objets qui sont dans tous les FE; :
iel

Ve, <xeﬂE> — (Viel, zcE;)

il

Exemple : ﬂ} —z,z[={0}.
x>0
Réunion et quantificateur existentiel 3
La réunion des E;, notée U FE; est I’ensemble des objets qui sont dans au moins un des F; :
i€l

vz, <erE> — (Fiel, zcE)

icl

Exemple : U [z, +00[=]0, +00].
z>0
Produits finis, puissances
Sin e N*etsi Fy,...,FE, sont des ensembles on note E; X Fy X --- X E, = H?:l FE; I'ensemble des n-uplets
dont la ¢ coordonnée est dans FE;, pour tout ¢ :

HEi:{(:rl,xg,...xn), Vie{l,...,n},z; € E;}.
i=1

Comme pour les couples, dans un n-uplets, I’ordre compte. En particulier, si tous les E; sont égaux a un méme
ensemble E, on note
n
er=]]E
i=1

I’ensemble des n-uplets dont toutes les coordonnées sont dans E. Un exemple que ’on utilisera souvent dans
ce cours d’algebre linéaire : si n € N*

R™ = {(x1,22,...2y), Vi€ {l,...,n},z; € R}.

“(Cette hypothése de non vacuité est 13 pour éviter les ennuis : que serait I'intersection d’une famille vide d’ensembles ?
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1.4 Applications

Les applications sont le plus souvent enseignées au lycée en adoptant leur seul point de vue dynamique, qui est
le suivant. Une application f : E — F est définie par : son ensemble de départ E, son ensemble d’arrivée F,
son graphe {(x,y) € E X F, y = f(z)}. Son graphe est souvent — mais pas toujours — défini par une formule
univoque qui décrit f(z) “en fonction” de z, pour tout € E. Tout élément 2 de 'ensemble de départ a une
unique image — notée f(x) — dans I'ensemble d’arrivée.

Ainsi, deux applications sont égales lorsqu’elles ont le méme ensemble de départ, le méme ensemble d’arrivée
et le méme graphe. Autrement dit, f : E — F et g : G — H sont égales si, et seulement si F =G, F = H et
Vo € E, f(z) = g(x).

Ce point de vue dynamique, qu’il faut absolument garder a I’esprit car c’est un point de vue opératoire irrem-
placable, présente I'inconvénient de ne pas définir ce qu’est une application en termes de théorie des ensembles.
Pour remédier a cela, on définit définitivement une application comme étant son graphe.

Définition (application)
Si E et F sont deux ensembles, une application de E dans F' est une partie f du produit cartésien E x F' telle
que

Vee E, Ay e F, (z,y) € f. (1)

Lorsque (x,y) € f, on note y = f(x) — bien garder & esprit que cette notation est autorisée par I'axiome
d’unicité dans la définition d’une application. Autrement dit, f = {(z,y) € F X F, y = f(z)} — apprécier ici le
premier signe = a sa juste valeur. On dit sans changer d’habitude que E est l’ensemble de départ de f et F son
ensemble d’arrivée.

Exemples
(i) Si E est un ensemble, I'application idg : E — E, x — x est appelée application identité de E. Son graphe
est la diagonale de E x E, c’est-a-dire {(z,z), z € E}.

(ii) Ecrire “soit f : R — R définie parVz € R, f(z) = %” ne définit pas une application R — R. En revanche,

Papplication g : R — R, z > i;ﬂ siz € R\ {~1,1}, 1 1, =1+ /3, elle, est bien définie (exercice : dessiner
son graphe).

(iii) Soient n et m des entiers naturels. Si E a n éléments et si F' a m éléments, il y a exactement m™ applications
E— F.

[Compter nalvement : une application E — F doit attribuer & chacun des n éléments de E une image parmi les m éléments de F'.]

Notation
L’ensemble des applications E — F est souvent noté F(E, F), ou encore F'¥ — cette derniere notation se justifie
par 'exemple (iii) ci-dessus.

Définition (composée d’applications)
Sif:EF— Fetg:F — G sont des applications, I'application composée go f : E — G est définie par

Vze B, go f(z)=g(f(x)).

On schématise souvent la situation par les dessins

f
EFE—F —G ou encore
g
v QONJ
gof G

Exemple

On note A =R\ {1}. La formule f(z) = £t} définit une application f : A — A qui vérifie fo f =ids (on dit
que f est une involution).

Exercice

Sif:E— FEetg:E — E sont des applications (mémes ensembles au départ et & larrivée), en général,

fog # gof. Prouver cela en exhibant un contre-exemple. Trouver aussi deux telles applications qui commutent,
c’est-a-dire qui vérifient fog=go f.
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Proposition (“associativité” de la composition des applications)
Soient f :E—F, g: F — G et h: G— H des applications. Alors, (hog)o f=ho(go f).

PrREUVE. Il suffit d’écrire 'image d’un élément arbitraire de E par les deux applications (h o g)o f et ho(go f).
Dans les deux cas, on trouve h (g (f(z))). [ |

A noter
Dans les conditions de la proposition, on note hogo f, sans parentheése, pour désigner ’application (ho g)o f =
ho(go f). Cest grace & cette proposition que cette notation sans parenthese a du sens.

1.5 Applications : opérations sur les parties

Définitions (image directe, image inverse, fibre)
Soient f: E — F une application, AC E et BC F.

(i) L’¢mage (directe) de A par f est 'ensemble des images par f des éléments de A :

f(A)={f(x), re A} ={yeF, Fxec A y=f(x)}.

En particulier, 'image de f est im(f) = f(E) ={y € F, 3z € E, y= f(x)} = {f(x), = € E}.

(ii) L’image réciproque (ou inverse) de B par f est ’ensemble des antécédents par f des éléments de B (gare a
la notation !) :

f7'(B)={x € E, f(z) € B}.

(iii) Si b € F, la fibre de b, que I'on note (dangereusement) f~1(b) est ’ensemble des antécédents de b par f :

o) =f7({h) ={z € E, f(x) =0b}.

Exemples

(i) Soit f: R — R, z — 2%, Alors, f([-2,-1]) = [1,4], f~1([1,4]) = [-2,-1] U [L,2], f71(1) = {-1,1} et
f710) = {0}

(ii) Soit p : R? = R, (x,y) + x. Alors, pour tout = € R, p~1(z) = {(z,y), y € R} = {z} x R. Par ailleurs, si
D= {(J;,y) eER?, 22 +9y? = 1}, alors p(D) = [—1,1].

Proposition (actions d’une application sur les sous-ensembles)

Soient f = E — F une application, S et T des parties de E, U et V des parties de F.

(i) SiU CV, alors f~H(U) C f~4V)

(i) Si S C T, alors f(S) C f(T)

(iii) fHU) N fHV) = fHUNV)

(i) f[HU)UfHV) = fHUUV)

(v) fHON V)= fHUN\Y)

(vi) f(SNT) C f(S)N f(T)

(vii) f(SUT) = f(S)U f(T)

(viir) FU)\fF(V) S fFU\V)

PrREUVE. Exercice. |
Exercice

Trouver des contre-exemples qui prouvent qu’il n’y a en général pas d’équivalence dans (i) ni dans (4), qu'il n’y
a en général pas d’égalité dans (vi) ni dans (viii).

Exercice

Reprendre les assertions (ii1), (iv),(vi) et (vii) ci-dessus en remplagant S et T par une famille de parties de E et

en remplagant U et V' par une famille de parties de F'. Autrement dit, avec des notations évidentes, comparer
pour l'inclusion :
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(@) S~ (Mier Us) et Mier S~ (U3) 5
(b) F7H (Uier Ui) et User 71 (U0)
(©) f(Uier Si) et Uier £ (Si)

(d) f (ﬂie] Si) et nie]f(si)-

1.6 Injection, surjection, bijection

Définitions (injection, surjection, bijection)

Soit f : X — Y une application.

(1) f est injective lorsque Va,2' € X, f(z) = f(2') =z =2a'.
(ii) f est surjective lorsque Yy € Y, dz € X, y = f(x).

(iii) f est bijective lorsque f est injective et surjective.
Paraphrases : autres fagons de dire 1’injectivité

(i) f est injective si, et seulement si tout élément de ’ensemble d’arrivée a au plus un antécédent dans I'ensemble
de départ.

(ii) Par contraposition & la définition, f est injective si, et seulement si Vz, 2’ € X, z # 2/ = f(x) # f (o).
(iii) f est injective si, et seulement si pour tout y € Y, 'équation f(z) =y a au plus une solution x dans X.
Paraphrases : autres fagons de dire la surjectivité

(i) f est surjective si, et seulement si tout élément de ’ensemble d’arrivée a au moins un antécédent dans
I’ensemble de départ.

(ii) En termes plus compacts, f est surjective si, et seulement si f(X) = Y, ou encore si, et seulement si
Fx)2Y.

(iii) f est surjective si, et seulement si pour tout y € Y, I’équation f(z) =y a au moins une solution = dans X.

Paraphrases : premiéres autres fagons de dire la bijectivité
(i) f est bijective si, et seulement si tout élément de ’ensemble d’arrivée a un unique un antécédent dans
I’ensemble de départ.

(ii) f est bijective si, et seulement si pour tout y € Y, ’équation f(x) = y a une unique une solution = dans X.

Exemples prototypiques

(i) Si A C X, Papplication A — X, a — a est injective (prototype d’injection).

(ii) SiY # 0, alors X x Y — X, (z,y) — x est surjective (prototype de surjection).
(iii) Si X est un ensemble, idyx : X — X, x — x est bijective (prototype de bijection).

Exercice
Si f: X — Y est une application, alors 'application f : X — im(f),  — f(x) est bien définie et est surjective.
Si en outre f est injective, alors f est une bijection entre X et f(X).

Proposition (bijectivité par existence d’une réciproque)
Une application f : X — 'Y est bijective si, et seulement s’il existe g : Y — X telle que fog =idy et gof =idx.
Dans ces conditions, g est unique et est aussi bijective.

PREUVE. (i) On suppose d’abord que ¢ existe. Soient z,z’ € X tels que f(z) = f (/). Alors, g(f (z)) =
g (f (2")), ce qui s’écrit encore x = ' : Vapplication f est injective. Pour montrer que f est surjective, soit
y €Y, et soit x = g(y) 'image de y par g. Alors, f(x) = f o g(y) =y, ce qui montre que x est un antécédent
de y par f.

(ii) Réciproquement, on suppose que f est bijective et on montre l'existence de g. On donne ici deux versions
d’une démonstration.

D’abord, le point de vue dynamique. Puisque f est bijective, pour tout y € Y, il existe un unique x € X tel
que y = f(z). La combinaison de ’existence et de 'unicité autorise, pour chaque y € Y, & nommer ledit € X
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sous la forme = = g(y), ce qui définit une application g : Y — X. Enfin, avec ces notations, g(f(x)) = g(y) =«
et f(g(y)) = f(x) =y, ce qui montre les égalités fog=1idy et go f =idx.

Ensuite, le point de vue des graphes. On note Gy = {(z,y) € X x Y, y = f(z)} le graphe® de f. Dire que f
est une application signifie que Vo € X, Jly € Y, (x,y) € Gy. La bijectivité de f sur son graphe se traduit
par: Vy € Y, 3lz € X, f(x) = y. En d’autres mots, 'ensemble {(y,z) € Y x X, y = f(x)} est le graphe d’une
application que l'on note g. Pour tout (z,y) € X x Y, on a alors f(x) = y <= z = g(y) et les égalités de
composition en résultent.

(iii) Unicité de g. On suppose que h : Y — X est aussi une application qui vérifie f o h = idy et ho f = idx.
Soit y € Y. Alors, h(y) = h(f(g(y))) = g(y), la premiere égalité venant de fog = idy, la seconde de ho f = idx.
Cela montre que g = h. A noter : on a utilisé I’ “associativité” de la composition des applications.

(iv) Bijectivité de g : les relations f o g =idy et go f =idx prouvent, grace a (i), que g est bijective. ]

Notation et définition
Dans les conditions de la proposition précédente, I’application g est notée f~1. C’est I’application réciproque
ou encore 'inverse de f. Avec ces notations, lorsque f : X — Y est bijective, pour tout (z,y) € X x Y,

fle)=y<=z=f"(y)

A noter
On peut dégager trois grandes classes de méthodes (voisines, malgré tout) pour montrer qu’une application
f: X =Y est bijective.

(i) On montre séparément que f est injective et surjective.

(ii) On montre que pour tout y € Y, équation f(x) = y a une unique solution dans X.

(iii) On exhibe la réciproque de f en trouvant une application g : Y — X telle que fog=1idy et go f =idx.

Proposition (composée de bijections)

Sif:X — Yetg:Y — Zsont des bijections, alors gof : X — Z est également bijective, et (gof)~! = f~ltog™!.

PREUVE. Gréce & I’ “associativit¢” de la composition, les égalités (go f)o (f~tog™') = gog ' =idz et
“log ) o(gof)= f'of=idx montrent la proposition. [ |

g g

Exercices

(i) La composée de deux injections est une injection. La composée de deux surjections est une surjection.

(ii) Soient i : X — Y et s : Y — Z des applications. Si s o1 est injective, alors i est injective. Si s o1 est

surjective, alors s est surjective.

(iii) Si f est bijective, (f_l)_1 = f.

(iv) Soit E un ensemble. On note P(E) ensemble des parties de E et {0,1}” Iensemble des applications de E
dans l’ensemble & deux éléments {0,1}. Si A € P(FE), on note 14 l'application F — {0, 1} définie par : Vz € E,
14(x) =1 si, et seulement si € A (cette application est souvent appelée fonction indicatrice de la partie A).
Montrer que ’application
P(E) — {0,1}7
A — 14

est une bijection.
(v) Si f est bijective, alors f~1(B) est (aussi) 'image directe de B par I’application f~1.

Attention A cette notation dangereuse, source de multiples erreurs estudiantines. Alors que f~1(B), vue
comme image inverse de B par I'application f, est toujours définie, f~1(B), vue comme image directe de B par
l’application réciproque f~!, n’a de sens que lorsque f est une bijection.

1.7 Tout petits éléments sur les cardinaux

L’idée qui se cache derriére la notion de cardinal, que I'on ne définit pas ici, est celle du “nombre” d’éléments
d’un ensemble.

“Bien entendu, f = Gy, selon la définition d’une application dite en 1.4. Plus bas, encore g = Gg.
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Définition (ensembles équipotents)
Si E et F sont deux ensembles, on dit que E est équipotent a F lorsqu’il existe une bijection £ — F'.

Exercice

Soient E, F' et G des ensembles. Montrer que :

(i) E est équipotent a E ;

(ii) si F est équipotent a F'; alors F' est équipotent & F ;

(iii) si F est équipotent & F et si F' est équipotent & G, alors E est équipotent a G.
Définition (avoir le méme cardinal)

Lorsque deux ensembles E et F' sont équipotents, ont dit qu’ils ont le méme cardinal.

Définitions (ensemble infini, ensemble fini)
Un ensemble E est infini lorsqu’il est équipotent a une de ses parties strictes — c’est-a-dire a une partie de F
qui soit différente de E. Un ensemble fini est un ensemble non infini (sans blague !).

Exercice

(i) Montrer que N et R sont infinis.

(ii) Montrer que ]0, 1[, R5o = R% =]0, 400 et R sont équipotents.

Proposition (applications entre deux ensembles finis de méme cardinal)

Soient E et F' deur ensembles finis de méme cardinal, et f : E — F une application. Alors, il y a équivalence
entre :

(i) f est injective ;

(i) [ est surjective ;

(iii) f est bijective.

PREUVE. Il suffit de montrer que (%) et (%) sont équivalentes.

Si f est injective, elle définit une bijection de E sur f(E). Ainsi, f(E) est une partie de F' dont le cardinal
égale celui de F'. Puisque F est fini, cela entraine que F' = f(E) : 'application f est surjective.

Inversement, on suppose que f est surjective. Soit y € F. Puisque f est surjective, soit + € f~!(y). On
considere le sous-ensemble E' de F défini par

B = (E\ [(y) U{z}.

On note i : B’ — FE la restriction de idg & E’, ce qui signifie que i(z) = x pour tout € E’. On définit aussi
Papplication j : E — E’ par la disjonction des cas suivante : pour tout ¢ € F, si f(t) # y alors j(t) =t et si
f(t) = y alors j(t) = x. L’ensemble d’arrivée de j ainsi définie est bien inclus dans E’ et, par ailleurs, ioj = idg
et joi =idg/. Ainsi, i est une bijection de F sur E’, qui ont donc le méme cardinal fini. Comme E’ est une
partie de E, cela entraime que E = E’, et donc que f~1(y) = {#}. On a montré que y a un unique antécédent.
Comme cela est vrai pour tout y € F', on a montré que f est bijective. [ |

Définition (ensemble dénombrable)
Un ensemble est dit dénombrable lorsqu’il est équipotent & I’ensemble N des entiers naturels.

Exemples
(i) Z, N? et Q sont dénombrables, ainsi que toute union dénombrable d’ensembles dénombrables.

(ii) L’ensemble R des nombres réels n’est pas dénombrable (argument de la diagonale de Cantor).

Les preuves de (i) et (ii), tout en étant accessibles, ne sont pas évidentes mais trés classiques. On en trouvera
dans la littérature ou sur internet, a la condition impérative de faire preuve d’esprit critique a leur lecture.

1.8 Les attendus du chapitre

Lire tout le chapitre en détail, s’assurer de tout comprendre y compris les exemples, sans laisser de zone d’ombre.
Faire, pour soi, une rédaction d’une résolution des exercices énoncés.
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Section 1.1

Pour toutes les mathématiques, il est indispensable de savoir comprendre 1’écriture d’une ensemble et, inverse-
ment, de savoir écrire un ensemble de fagon non ambigué. Cet apprentissage se fait au long cours ; cette section
est une sorte de mise au point initiale. S’entrainer & écrire des ensembles avec le formalisme usuel (nombres
impairs, entiers multiples de 3, cercle unité dans le plan, nombres irrationnels de Uintervalle [0, 1], fonctions
impaires, fonctions non croissantes, etc). Inventer, échanger.

Section 1.2

Cette section ne présente aucun objet véritablement nouveau pour les lycéen-ne-s, hormis peut-étre la différence
symétrique. S’assurer que toutes les connexions entre les opérations ensemblistes (N, U, etc) et les opérations
logiques (et, ou, =, etc) sont bien acquises et merveilleusement huilées. La proposition sur la non existence de
I’ensemble de tous les ensembles doit étre comprise, son résultat doit étre retenu comme une veille de I'esprit
critique face aux évidences, mais il n’est pas indispensable d’en retenir la preuve.

Se poser la question du mélange des symboles ensemblistes : peut-on écrire autrement AN (B U C) ? ou encore
(A\(BUCQC))AD ? etc. Inventer des questions, s’efforcer d’y répondre.

Section 1.3

Assimiler les notations qui sont nouvelles. Bien comprendre ce que signifie R™ lorsque n est un entier naturel.
Y a-t-il un rapport entre (E x F) x G, Ex (F x G) et Ex F x G ? entre (R?) xR et R x (R?) et R® ? Inventer
des questions, s’efforcer d’y répondre.

Section 1.4

S’assurer de bien comprendre ce que signifie que deux applications sont égales, et comment on peut s’y pren-
dre pour montrer une telle égalité en termes opératoires. Prendre conscience qu’une fonction et son graphe
sont indiscernables, mais retenir I'aspect opératoire du point de vue dynamique : “une application, c’est un
ensemble de départ, un ensemble d’arrivée, une fleche”. Savoir sans hésiter la définition de la composée de deux
applications. Retenir I’énoncé de 1’ “associativité” de la composition.

Section 1.5

Avec beaucoup de soin, apprendre la définition de 'image directe et de 'image inverse. Ne pas tenter de retenir
par cceur la proposition des actions d’une application sur les sous-ensembles, mais retenir que de tels énoncés
existent et savoir les retrouver tres vite et sans erreur par un raisonnement élémentaire.

Section 1.6

Avec beaucoup de soin, apprendre la définition d’injection, de surjection, de bijection. Prendre le temps de bien
comprendre pourquoi les “paraphrases” sont bien d’autres fagons équivalentes de dire les définitions, et retenir
ces divers points de vue.

Retenir les exemples prototypiques.

Bien comprendre la preuve de la proposition de bijectivité par existence d’une réciproque. En retenir le point
clef — la définition de f~! lorsque l’on sait que f est bijective.

Apprendre avec soin la définition de la réciproque d’une bijection.

Retenir les trois grandes méthodes de preuve d’une bijectivité et s’y référer a chaque fois qu’un raisonnement
du cours ou des TD s’y préte.

Bien retenir que l'inverse d’'une composée de bijections est la composée de I'inverse, en changeant 1’ordre.
Etre bien certain-e de bien comprendre la mise en garde sur les deux sens de la notation f~1(B).

Section 1.7

Retenir la définition d’un ensemble infini. Se demander comment montrer que les ensembles familiers (N, Q, R,
C, R%, N x R, etc) sont infinis, ont ou non le méme cardinal, etc.

Retenir ’énoncé de la proposition sur les applications entre deux ensembles finis de méme cardinal, en prenant
garde de n’oublier aucune hypothese. Trouver des exemples d’applications injectives et non bijectives (resp.
surjectives non bijectives) entre deux ensembles infinis de méme cardinal.
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2 Espaces vectoriels, indépendance linéaire
2.1 La structure d’espace vectoriel

Définition (espace vectoriel réel)
Soit V' un ensemble, muni de deux lois :
— une loi de composition interne que I'on appelle addition et que I'on note usuellement +, c’est-a-dire une
application
VxV — V
(v,w) — v+w

— une loi de composition externe que l'on appelle multiplication scalaire et que I’on note usuellement - ou par
absence de symbole, c¢’est-a-dire une application

RxV — V
(x,w) +— z-w=2w.

Dans ces conditions, on dit que (V,+,-) a une structure de R-espace vectoriel, ou simplement est un espace
vectoriel sur R lorsque les axiomes suivants sont vérifiés :

(i) Vu,v,w eV, (u+v)+w=u+ (v+w)

(i) VYo,weV,v+w=w+v

(iii) il existe Oy € V tel que Vv € V, v+ 0y = v

(ivyVWwweV,FweV,v+w=0y

(V)Ve,y e R, Yo eV, (x +y)v =zv+ yv

(vi)Vz e R, Vo,w € V, z(v+w) = zv + 2w
(vii) Yo,y € R, Vo € V, (zy)v = z(yv)

(vili) Ve € V, 1-v =w.

A noter

(i) L’axiome (i) autorise & noter u + v + w, sans parentheses, 'élément u+ v +w = (u +v) + w = u+ (v + w).
De la méme facon, si n est un entier naturel non nul et si vy, ..., v, sont des vecteurs, tous les parenthésages
possibles de la somme

v+, = Z Vk

1<k<n

fournissent le méme élément de V, ce qui autorise cette notation compacte avec le gros symbole de somme
(preuve par récurrence sur n).

(ii) Axiome (iii) : il y a un unique tel Oy .

En effet, si 0, vérifie également Yv € V, v 4 0y, = v, alors 0y, + Oy = Oy + 0f, = Oy d’une part (propriété de
0i,) et 0f, + Oy = 0}, d’autre part (propriété de Oy ) ; donc 07, = Oy

(iii) Axiome (iv) : pour tout v € V, il y a un unique w € V tel que v+ w = 0y. On le note w = —v.

En effet, si w’ vérifie également v + w’ = Oy, alors w+v+w = (w+v)+w = (v4+w)+w =0y +w =w
d’une part, et w+v+w' =w+ (v+w') = w+ 0y = w d’autre part. Donc w = w'.

Vocabulaire courant

Les éléments d’un espace vectoriel sont appelés vecteurs, les nombres réels, par lesquels on peut multiplier les
vecteurs, sont les scalaires. Le vecteur 0y, que I'on note souvent simplement 0, est le vecteur nul, que 'on
appelle parfois simplement zéro, au risque de confondre avec le nombre réel 0.

Si v € V, I'unique vecteur w qui vérifie v +w = Oy est I'opposé de v. On le note —v et, comme dans la notation
pour les nombres, si u € V, on note u — v = u + (—v).

Quelques regles de calcul
Soit V' un espace vectoriel.

() YveV,0-v=0y.

[En effet, si on note w = 0-v, alors w+w = (0+0)-v = 0-v = w. En ajoutant —w aux deux membres de cette égalité, on obtient w = Oy .]
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(ii) Vr e R, z-0y = 0y.

[En effet, z - Oy =z (0y +0y) =z -0y + z - Oy. En ajoutant —z - Oy aux deux membres de cette égalité, on obtient Oy = z - Oy .]
(iii) Yo € V, (=1) - v = —o.

[En effet, v+ (—=1)-v=1-v4+(=1) v =(1+(-1))-v =0 v =0y ]

(iv)VveV,v+v=2-v,v+v+v=3-v. Defacon générale, sin e N*, n-v=v+v+---+v (n fois).
[Preuve par récurrence sur n).]

Proposition (nullité d’un produit externe)
Soient V' un espace vectoriel réel, v € V et x € R. Alors, x - v =0y si, et seulement si x =0 ou v = Oy.

PREUVE. On démontre 'implication de gauche & droite, 'autre découlant des regles de calcul (3) et (i) qui
précedent. On suppose que x - v = Oy et que x # 0. Alors, le nombre réel % existe. On en déduit que
1 1

STV = (%x) v =1-v = v d’une part, et d’autre part, %:cv ==-(z-v)= % -0y = O0y. Donc v = 0y. [ ]

Définition (combinaison linéaire)
Soient V' un espace vectoriel réel, n € N* et vy,...,v, € V. Une combinaison linéaire de vq,...,v, est un
vecteur de V de la forme
v+ v, = Z TV
1<k<n

ou ri,...,Tn € R.
A noter
(i) En particulier, le vecteur nul est combinaison linéaire de toute famille finie de vecteurs (prendre tous les
scalaires nuls).
(ii) Si (vi);c; est une famille quelconque de vecteurs, une combinaison linéaire des v; est, par définition, une
somme de la forme

Z TiU;

i€l
olt (7;);c; est une famille presque nulle de nombres réels, ce qui signifie que seuls les x; d’un sous-ensemble fini
de I sont non nuls. Dans ces conditions, la somme est finie et a du sens avec les seuls axiomes d’espace vectoriel.
Exemples fondamentaux d’espaces vectoriels

(i) L’espace nul, un peu bébéte, constitué d’un seul élément qui est nécessairement son vecteur nul — noter
quil n’y a qu'une fagon de définir 4+ et - sur un singleton ! On le note usuellement {0}, ou (0), ou encore
simplement 0.

(ii) Les espaces vectoriels R™ ou n € N*.

Les lois sont définies par les formules suivantes : V (uq,...,u,) € R", V(v1,...,v,) € R?, Vo € R,
(U1, -y tn) + (V1,0 ) = (U1 + 01,000 Uy + V)
T (Upy e Up) = (U, ., TUy)

— la somme et la multiplication scalaire se font coordonnée par coordonnée. Exercice : ces lois conférent a R™
une structure de R-espace vectoriel.

En particulier, pour n = 1, le corps R des nombres réels est un R-espace vectoriel pour son addition et sa multiplication usuelles.

(iii) Les espaces de fonctions RF
Soient E un ensemble et R¥ I’énorme ensemble des applications E — R. Les opérations usuelles sur R¥ sont
les suivantes : Vf,g € RF, Vo € R, les fonctions f + g et x - f sont définies par les formules

Vee E, (f+9)(e)=fe) +gle) et (x-[)(e)=xf(e).

Exercice : ces lois conferent & R une structure d’espace vectoriel sur R.
Par exemple, les applications R — R forment un espace vectoriel réel (pour ces lois). C’est également le cas des
suites a valeurs réelles, qui sont les applications N — R.

(iv) Le corps C des nombres complexes
L’addition et la multiplication usuelles dans C conferent a C une structure d’espace vectoriel réel.

Exercice : prouver cela.
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(v) Les espaces de matrices My, 4 (R).
Si p et g sont des entiers naturels non nuls, une matrice a p lignes et q colonnes et a coefficients réels est un
tableau de nombres du type

ail air2 - Qlg
az1 a2 -+ Q24
ap,1 Gp2 - Qpgq

oll ag . est un nombre réel pour tout (4,¢) € {1,...,p} x{1,...,q}. Si (¢{,¢) € {1,...,p} x{1,...,q}, le nombre
réel ag . est le coefficient de la €° ligne et de la c® colonne de A. Deux matrices sont égales si, et seulement si
tous leurs coefficients sont égaux. En notation compacte, la matrice ci-dessus est simplement notée

A = (ae.e) g.00eq1,...phx{1,.q}

ou encore

A = (ag)c)

1<¢<p,1<c<g "

Si p,q € N*, on note | My, 4 (R) | I'ensemble des matrices & p lignes et ¢ colonnes et & coefficients réels :

ai1 ai2 -+ Qg
a1 a2 -+ Q24

MPJI(R): : : : 9 V(K,C)G{l,...p}X{L...q}, aé,ceR
ap,1 Gp2 " Qpgq

L’addition et la multiplication scalaire sur M, , (R) sont définies par les formules suivantes :
VA= (ace)oeqr, pyxitap € Mpa R), VB = (e oeqr, pyxir,.qp € Mpa (R), VE €R,

A+ B = (age +bee)woeqr,...px {1,

o A= (208) g e)e(a, phx{1,.a}

Autrement dit, ’addition et la multiplication scalaire se font coefficient par coefficient. Exercice : ces opérations
conferent & M, , (R) une structure d’espace vectoriel.

Vecteurs-ligne

L’espace Mj 4 (R) des matrices & une ligne et ¢ colonnes est aussi I'espace R?. Pour désigner les éléments
de M 4 (R), on utilise indifféremment les vocables g-uplets, vecteurs-ligne de dimension ¢, matrices-ligne & ¢
colonnes.

Vecteurs-colonnes
L’espace My, 1 (R) est espace des matrices & p lignes et une colonne. On utilise indifféremment les vocables
vecteurs-colonne de dimension p ou matrices-colonne & p lignes pour désigner les éléments de M, 1 (R).

Proposition (produit d’espaces vectoriels réels)
Soient V et W deux R-espaces vectoriels dont on note identiquement + et - les lois. Les opérations définies
par : ¥V (v,w) e VX W, V(v ,w') eV xW, Vx € R,
(v,w) + (V,w) =(@w+v,w+w)
z - (v,w) = (v, zw)
conferent a V- x W une structure de R-espace vectoriel.
PrREUVE. Exercice [ |

Définition (espace produit)
Dans les conditions de la proposition précédente, I’espace vectoriel V' x W est I'espace produit ou encore la
somme directe externe des espaces V et W.
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2.2 Sous-espaces vectoriels

Définition (sous-espace vectoriel)
Soient V' un espace vectoriel réel et W un sous-ensemble de V. On dit que W est un sous-espace vectoriel de
V lorsque :

(i) Oy e W
(ii) W est stable pour la somme : Yo,w € W, v+w e W
(iil) W est stable pour la multiplication scalaire : Yo € W Vzx e R, z-v € W.

Remarque
Un sous-espace vectoriel de V' est une partie de V' qui soit encore un espace vectoriel pour 1'addition et la
multiplication scalaire de V. Exercice : écrire une preuve de cela.

Proposition (stabilité des sous-espaces par combinaisons linéaires)
Soient V' un espace vectoriel réel et W un sous-ensemble non vide de V.. Alors, W est un sous-espace vectoriel de
V' si, et seulement si W est stable par combinaisons linéaires, ce qui signifie que pour tous n € N*, vy, ..., v, €
W etx,...,z, €R,

U1 + -+ Tpv, € WL

PREUVE. Si W est stable par combinaisons linéaires, il contient Oy et est stable pour la somme et la mul-
tiplication scalaire qui sont des combinaisons linéaires particulieres ; donc W est un sous-espace vectoriel de

V. Inversement, si W est stable pour + et -, soient vq,...,v, € W et x1,...,2, € R. Alors, tous les xv;
sont dans W, et donc leur somme aussi, ce qui prouve que la combinaison linéaire z vy + - - - + z,v,, est encore
dans W — pour écrire une preuve complete, procéder par récurrence sur n. [ ]
Exemples

(i) Si V est un R-espace vectoriel, {Oy } et V' en sont deux sous-espaces vectoriels.
(if) Si V est un R-espace vectoriel et si v € V, 'ensemble {zv, x € R} des vecteurs colinéaires ¢ v est un
sous-espace vectoriel de V. Si v # Oy, ce sous-espace est la droite engendrée par v.

(iii) Plus généralement, si V' est un R-espace vectoriel et si vy,...,v, € V, Pensemble des combinaisons linéaires
de vy, ...,v, est un sous-espace vectoriel de V', que ’on notera en abrégé

n

ZR% = Rv; + -+ + Ru,.
k=1

(iv) L’ensemble des applications continues R — R est un sous-espace vectoriel de R¥. C’est vrai aussi de
I’ensemble des applications R — R dérivables, mais pas de I’ensemble des applications R — R croissantes.

Proposition (intersection de sous-espaces)

Soit (Vi);c; une famille non vide de sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel réel V.. Alors, l'intersection
ﬂ V; est encore un sous-espace vectoriel de V.

el

PREUVE. On note Z l'intersection des V;, ¢ € I. Puisque 0y est dans tous les V;, il est dans Z. Soient v, w € Z
et x € R. Pour chaque i € I, v,w € V; et donc v+ w € V; et xzv € V; puisque V; est un sous-espace. Comme
cela est vrai pour tous les i, on a montré que v +w € T et que zv € 7. [ |

Définition (sous-espace vectoriel engendré par une partie)

Soient V' un espace vectoriel réel et E un sous-ensemble de V. Le sous-espace vectoriel engendré par E est
Pintersection de tous les sous-espaces vectoriels de V' qui contiennent E. On le note Vect(E) ou Vect E.
Remarques

(i) Avec ces notations, la proposition sur 'intersection de sous-espaces assure que Vect E est un sous-espace
vectoriel de V', ce qui rend 'appellation légitime.

(ii) Si V est un espace vectoriel réel, le sous-espace vectoriel engendré par I’ensemble vide est le sous-espace
nul : Vect () = {0y }.
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Proposition (minimalité des sous-espaces engendrés)
Soient V' un espace vectoriel réel et E un sous-ensemble de V. Alors, Vect E est le plus petit sous-espace
vectoriel de V' qui contient E, au sens de linclusion. Autrement dit, pour tout sous-espace vectoriel W de V,

ECW = Vect(E) CW

PREUVE. Si W est un sous-espace de V qui contient F, il appartient a I’ensemble des sous-espaces dont on
prend l'intersection pour définir Vect E. Donc il contient Vect E. [ |

Proposition (caractérisation des sous-espaces engendrés)
Soient V' un espace vectoriel réel et E une partie non vide de V. Alors, Vect E est l’ensemble des combinaisons
linéaires des éléments de E.

Autrement dit, Vect E = Z TpvE, n€N*, v,...,v, € E, z1,...2, €R
1<k<n

PREUVE. On montre d’abord que I’ensemble £ des combinaisons linéaires des éléments de E est un sous-espace
vectoriel de V (facile), qui contient E (facile aussi). Donc & contient Vect E, par minimalité des sous-espaces
engendrés. Inversement, puisque Vect E contient F et est stable par combinaisons linéaires (c’est un sous-
espace), il contient les combinaisons linéaires des éléments de E ; donc Vect E' contient £. [ |
Exemples

(i) Dans n’importe quel espace vectoriel réel, Vect {v} = {zv, x € R} = Ro.

(i) (a) Soit P = {(z,y,2z) € R}, x —y+ 2z = 0}. Alors, P est un sous-espace vectoriel de R® (exercice).

(b) Dans R3, soient v = (1,1,0) et w = (—2,0,1) et P le sous-espace de I'exemple (a). Alors, v € P et w € P
— il suffit de faire le calcul. On en déduit que Vect {v, w} C P.

(c) Avec les notations précédentes, soit (z,y,z) € P. Alors, x = y — 2z et on peut écrire
(z,y,2) = (y — 22,9,2) = y(1,1,0) + 2(—2,0,1) = yv + zw

ce qui montre que (z,y, z) € Vect {v,w} : on a montré que P C Vect {v, w}.

(d) Conclusion : on a montré que P = Vect {v,w}, ce qui s’écrit encore sous les formes suivantes, dont il importe
de prendre ’habitude en passant couramment de I'une a I'autre.

P ={(z,y,2) ER® x—y+2z=0}
= Vect {(1,1,0), (=2,0,1)}
={s(1,1,0) + ¢(-2,0,1), s,t € R}
—R(1,1,0) + R(-2,0,1).

(iii) Dans My (R), soient a = ((1)>, b= <(1)), c= <_11> et v = <?> Alors, v = 2a+ b+ 0 - ¢, mais aussi

v=3a+0-b+ c Ainsi, on a écrit v comme deux combinaisons linéaires différentes de a, b et ¢ : en général,
une écriture comme combinaison linéaire n’est pas unique.

1 0
(iv) Dans M3 1 (R), toute combinaison linéaire de e; = | 0] et e; = [ 1| a une troisieme coordonné nulle.
0 0
V3
Par exemple, | —1 | n’est pas dans le sous-espace Vect {eq, ea}.
1
(v) Pour tout t € R, cos (t + %) = § (cost —sint). Cette formule trigonométrique montre que dans 1’espace

vectoriel des applications R — R, I'application ¢ — cos (t + %) est dans le sous-espace engendré par les fonctions
cosinus et sinus.
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Proposition (somme de sous-espaces)
Soient V' un espace vectoriel réel, W1 et Wo des sous-espaces vectoriels de V. Alors

Vect (W1 U Wg) =Wy + W,

W1+W2:{w1+w2, w1€W1, MQEWQ}.

PREUVE. Puisque Wy et W5 sont des sous-espaces, la somme W7 + W5 est aussi I’ensemble des combinaisons

linéaires des éléments de Wy U Ws. |
A noter
De la méme fagon, si Wy, ..., W, sont des sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel réel V', alors

n

Vect (U Wk> =N "W, = {Zwk, Vk e {1,...,n}, wy eWk}.
k=1 1 k=1

Preuve : exercice.

2.3 Familles génératrices, familles libres

Définition (famille génératrice)

Soient V' un espace vectoriel réel, W un sous-espace vectoriel de V et E un sous-ensemble de V. On dit que
les vecteurs de F forment une famille génératrice de W — ou encore une partie génératrice de W — lorsque
W = Vect(E). Lorsque Vect(E) = V (tout entier), on dit simplement que les vecteurs de E forment une famille
génératrice (tout court, sans préciser de quoi).

Exemples

(i) Si V est un espace vectoriel réel, ’ensemble de tous les vecteurs de V' forme une famille génératrice de V' (!).
(ii) Dans R3, on note e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0, 1).

Comme dans I'exemple (iii) ci-dessus, {ey, €2} n’est pas une famille génératrice (de R?) puisque tout combinaison
linéaire de e; et es a une troisitme coordonnée nulle. En revanche, pour tout (z,y, z) € R3, la formule

(z,y,2) = x(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1)

montre que {ey, e, e3} est une famille génératrice (de R?).

(iil) Si {v1,...,v,} est une famille génératrice, alors pour tout v, la famille {v, v1,...,v,} est encore génératrice.
Plus généralement, toute sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice.

(iv) Le R-espace vectoriel C est engendré par {1,:}, autre fagon de dire que tout nombre complexe s’écrit sous
la forme a + ib ou a et b sont des réels.

(v) Lorsqu’un espace vectoriel admet une partie génératrice finie, on dit qu’il est finiment engendré.

Trouver une famille génératrice est une maniere de décrire un sous-espace vectoriel. Par souci d’économie — et
d’unicité de ’écriture, dans le cas des espaces vectoriels, on le verra —, on est amené a rechercher une famille
génératrice “la plus petite possible”. La suite du chapitre apporte une réponse complete a cette démarche.

Définition (relation linéaire entre des vecteurs)

Soient V' un espace vectoriel réel, n € N* et vy,...,v, € V. Une relation linéaire entre les vy est un n-uplet
(1,...,2n) € R™ tel que zyv; + -+ 4+ 2,v, = Oy. Lorsqu’une relation linéaire (x1,...,2,) est non nulle,
c’est-a-dire lorsque (x1,...,2,) # (0,...,0), on dit que (z1,...,x,) est une relation linéaire non triviale entre
les vp.

A noter

Avec les mémes notations, le n-uplet (0,...,0) est toujours une relation linéaire entre les vecteurs vy, ..., v,.

On lappelle relation linéaire triviale.
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Définition (dépendance et indépendance linéaire)

Soient V' un espace vectoriel réel, n € N* et vy,...,v, € V. On dit que les vecteurs vy,...,v, € V sont
linéairement dépendants, ou encore qu’ils forment une famille liée lorsqu’il existe une relation linéaire non
triviale entre eux. Sinon, on dit qu’ils sont linéairement indépendants, ou encore qu’ils forment une famille
libre.

Autrement dit,

n
V1,. ..,V sont linéairement dépendants <= 3 (z1,...,z,) € R"\ {(0,...,0)}, Z xrvE = Oy
k=1

et

n
v1,...,U, sont linéairement indépendants < V (1, ..., z,) € R™, <Zxkvk =0y = (z1,...,2,) = (0,.. .,0))
k=1

A noter
(i) Par convention, parce que cela nous sera utile, on dira que () est une famille libre.
(ii) Plus généralement, si (v;);c; est une famille quelconque de vecteurs de V', une relation linéaire entre les v;

est, par définition, une famille presque nulle (x;),.; de réels tels que

E T;V; = Ov.
iel

Noter que cette somme est finie puisque seuls les x; d’un sous-ensemble fini de I sont non nuls. Par définition
toujours, la famille (v;),.; est libre lorsque toute relation linéaire entre les v; est triviale — la relation linéaire
triviale indexée par I est la famille dont tous les termes sont nuls. Toujours par définition, la famille (v;),; est
liée lorsqu’elle n’est pas libre.

Proposition (unicité de ’écriture d’une combinaison linéaire entre vecteurs indépendants)
Soient V un espace vectoriel réel, n € N* et {vy,...,v,} une famille libre de vecteurs de V. Alors, tout vecteur
de Vect {v1,...,v,} sécrit de maniére unique sous la forme d’une combinaison linéaire de vy, ..., v,.

Autrement dit, avec les notations de la proposition, si {vi,...,v,} est une famille libre, alors pour tous
/ !
Tlyevey Tpy LYy ..., T € R

<Zxkvk = Z%%) = <Vk‘ e{l,...,n}, o = x%) :
k=1 k=1

PREUVE. Si ), xpvr = Y Uk, alors Y, (x — ) vx est une relation linéaire entre les vy, — on comprendra
que cette fagon de parler, communément admise et a laquelle il faut s’habituer, signifie que (x — x}), ., est
une relation linéaire entre les vi. Elle est triviale puisque les v sont linéairement indépendants.

Exemples
(1) Si v est un vecteur de V, la famille {v} est libre si, et seulement si v # Oy
(ii) Toute famille contenant le vecteur nul est liée.

(iii) Soient u,v € V. Si u = Oy ou v = Oy, alors la famille {u, v} est liée. Si en revanche u # Oy et v # Oy,
la famille {u,v} est liée si, et seulement s’il existe x € R\ {0} tel que u = xv, c’est-a-dire si, et seulement si
Vect {u} = Vect {v}.

(iv) Soient uy,...,u, € V. Si v € Vect {uq,...,u,}, alors la famille {v,uy,...,u,} est lie.
En effet, écrire v comme combinaison linéaire des uj fournit une relation linéaire non triviale entre v, u1, ..., u, dans laquelle le coefficient
de v est 1.
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(v) Sin > 1 et si{v1,...,0,} est une famille libre, alors la famille {v,...,v,_1} est encore libre. Plus
généralement, toute sous-famille d’une famille libre est encore libre.

(vi) Dans Pespace vectoriel des applications R — R, on note cos la fonction cosinus, sin la fonction sinus, 1 la
fonction constante égale & 1 et 0 la fonction constante égale & 0 (c’est le neutre de R¥). Alors, les vecteurs cos,
sin et 1 sont linéairement indépendants.

En effet, supposons que a, b, ¢ € R vérifient a-cos +b-sin +c-1 = 0. Alors, pour tout x € R, acosx+bsinx+c = 0.
Cette égalité est vraie pour x = 0, ce qui fournit la relation a + ¢ = 0. En écrivant encore I'égalité pour z = 7
et x = T, on obtient également —a + ¢ =0 et b+ ¢ = 0. On résout aisément ce systeme linéaire en (a, b, ¢), qui
admet (0,0,0) pour unique solution.

(vii) [O4 lon voit que démontrer une indépendance linéaire de vecteurs revient a résoudre un systéme linéaire
homogéne.]

Dans Ms3 ;1 (R), on note

1 0 1 0
vi= 2], ,e=11],v3=10] et vh= |1
3 2 1 1

On cherche & savoir si les familles {v1, va,v3} et {v1,v), v3} sont libres ou liées.

On commence par la premiere. On suppose que (1, T2, 23) € R? vérifient x1v; + 22v2 + 2303 = 0 (on a noté 0
le vecteur nul de M3 ; (R)). Cela équivaut au systeéme linéaire homogene

1'1+£L'3:0
201 +x2 =0
3r1 4+ 222 +23=0

que 'on résout par substitutions (écrire par exemple x5 et xo en fonction de x; & l'aide des deux premieres
équations et reporter dans la troisiéme) : son unique solution est le triplet (x1,x2,x3) = (0,0,0). Autrement
dit, la famille (v1,ve,v3) est libre.

Ensuite, la seconde. On suppose que (z1,z2,73) € R3 vérifient z1v; + 2205 + x3v3 = 0, ce qui équivaut au
systeme linéaire homogene

T1+x3=0

2581 + X9 = 0

3.’E1 + Xy +2x3 = 0.
On le résout : ’ensemble des solutions du systéme est ’ensemble des triplets (z1,x2, x3) tels que o — 225 =0
et x1 + a3 = 0. Autrement dit, z1v; + 2302 + x3v3 = 0 si, et seulement si (1, x9,23) = (—x3,2x3,23) est
proportionnel & (—1,2,1). Par exemple, —v; + 2vs + v3 = 0 fournit une relation linéaire non triviale entre vy,
vh et vg : la famille (vq, v}, v3) est liée.

Lemme (“trop” de vecteurs sont forcément liés)

Soient p,q € N*, V' un espace vectoriel réel, ui,...,u, € V, v1,...v4 € V. On suppose que
(i) v1,...v4 € Vect {ug,...,up}
(ii) ¢ > p+ 1.

Alors, la famille {vy,...v,} est liée.

PREUVE. On procede par récurrence sur p. Il suffit de prouver le résultat lorsque ¢ = p+1, ce que 'on suppose.
Si p =1, les vecteurs vy et vy sont colinéaires a u;. Soient donc x1,x2 € R tels que v1 = z1uy et vo = Touy. Si
x1 = 0, alors v1 = Oy et la famille {v1, v3} est liée. Si au contraire 21 # 0, alors u; = z%”l et vy — %vl = 0y,
ce qui montre que la famille {v1,v2} est encore liée.

On suppose p > 2 et on note W = Vect {uq,...,up—1}. En écrivant les v, comme combinaisons linéaires de
Ui,...,Up et en isolant u,, on obtient z1,...,zp41 € R et wy, ..., wpp1 € W tels que

V1 — T1Up = Wy
V2 — T2Up = W2

Up — TpUp = Wp
Up+1 — Tp1Up = Wp41-
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Si tous les x, sont nuls, alors vq,...,vp41 € W et 'hypothese de récurrence assure que {vi,...,vp41} est
liée. Sinon, quitte & ré-ordonner les vy, on suppose que z,11 # 0. La derniére ligne du systeme s’écrit alors

Up = zp% (Vp+1 — wpy1). En reportant dans les p premieres égalités du systeme, on obtient wy,...,w, € W
tels que
_ T _ /
U1 = s Upl = W
_ _x2 o
V2 Tpi1 Up+1 ’LUQ
Vp — —Lvy = w
P zpy1 Pl — Yp-

Alors, puisque W admet une famille génératrice de p — 1 vecteurs (au plus), 'hypotheése de récurrence assure
qu'il existe (y1,...,¥p) €ERP, (y1,...,yp) # (0,...,0), tel que

p
Tk
Sl
k=1 .'L'erl

Cela fournit une relation linéaire non triviale entre les vecteurs vy, ..., vp11. |

Up+1> = Ov.

Corollaire (une famille libre a moins d’éléments qu’une famille génératrice)
Soit V' un espace vectoriel réel finiment engendré et £,g € N. On suppose que {uy,...us} est une famille libre
et que {v1,...v4} est une famille génératrice (de V). Alors, £ < g.

PREUVE. C’est une conséquence directe du lemme. u

Exemple

- o 1 .
Dans My 1 (R), tout vecteur est combinaison linéaire de (0> et de . Le lemme assure que trois vecteurs de

0

1
. o . 1 0 1

M1 (R) sont donc toujours linéairement dépendants. Par exemple, les vecteurs 0 et de 1 et 1 sont

liés (il est tres facile de trouver entre eux une relation linéaire non triviale, par ailleurs), méme s’ils sont deuz
a deuz linéairement indépendants.

2.4 Bases d’un espace vectoriel

Définition (base)

Soient V un espace vectoriel réel, n > 1 et vy,...,v, € V. On dit que le n-uplet (v1,...,v,) € V" est une base
de V lorsque la famille {v1,...,v,} est & la fois libre et génératrice.
A noter

Avec les notations de la définition, une base est un n-uplet. En particulier, ordre d’écriture des vecteurs d’une
base compte. Par exemple, si (v, w) est une base d’un espace vectoriel, alors (w,v) en est une autre, distincte
de la premiere (exercice).

Proposition (écriture des vecteurs dans une base)
Soient V' un espace vectoriel réel, n > 1 et (vy,...,v,) € V™. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) (v1,...,v,) une base de V ;

(ii) tout vecteur v € V' s’écrit, de maniére unique, sous la forme

n
v = E TEUE
k=1

ot (x1,...,Ty) € R™.

PREUVE. La famille {v1,...,v,} est génératrice si, et seulement si tout vecteur de V' est combinaison linéaire
des vg. Elle est libre si, et seulement si I’écriture est unique. [ ]
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Définition (coordonnées d’un vecteur dans une base)

Dans la situation de la proposition précédente, le n-uplet de réels (z1,...,z,) est le n-uplet des coordonnées
de v.
A noter
(i) Une paraphrase importante de la proposition précédente est la suivante (on reviendra dessus) : si (v1,...,v,)
une base de V', 'application
R™ — |4
n
(1., Tn) +—> Zxkvk
k=1

est une bijection de R™ sur V.

(ii) Plus généralement, une famille quelconque (v;);; est une base de V' lorsqu’elle est & la fois libre et
génératrice. Tout vecteur de V' s’écrit alors encore, de fagon unique, comme combinaison linéaire des v;.

A ce stade, la question de l'existence de bases reste entiere. On y répond completement dans le cas des espaces
vectoriels finiment engendrés, méme si cette derniere hypothese peut étre levée en toute généralité. Le théoreme
qui suit est important dans le sens ou il fonde la théorie de la dimension, et parce qu’il s’avere extrémement
opératoire.

Théoréme (de la base incompléte)
Soient V' un espace vectoriel réel, £ € N*, vy,...,v0 € V et G une partie génératrice finie de V. On suppose
que

(i) la famille {vy,...,ve} est libre
(“) {vla v ,'Ug} c G.
Alors, il existe un entier d > € et voy1,...,vq € G tels que (v1,...,vq) soit une base de V.

Le slogan : dans un espace vectoriel, toute famille libre se compléte en une base.

PREUVE. L’ensemble des parties de G qui contiennent {vy,...,vs} et qui sont formées de vecteurs linéairement
indépendants n’est pas vide puisque {v1,...,vs} est un de ses éléments. En outre, toutes ces parties ont
un cardinal fini. Il en existe donc une famille libre de G contenant {vy,...,v¢}, dont le nombre d’éléments est
maximum. On en choisit une comme cela et on la nomme {vy,...,v4}, d > £. Il s’agit de montrer que (v1,...,vq)
est une base de V. Par définition, la famille {v;,...,v4} est libre. Il reste dont & montrer qu’elle est génératrice.
Puisque tout élément de V' est combinaison linéaire d’éléments de G, il suffit de montrer que tout élément de
G\ {v1,...,vq} est dans Vect{vy,...,vq}. Soit donc v € G\ {v1,...,v4}. Par minimalité de d, la famille

{v,v1,...,v4}, qui contient d 4+ 1 éléments, est nécessairement liée. Soit donc zv + x1v1 + - -+ + x4vg = Oy une
relation linéaire non triviale. Puisque la famille {vy,...,v4} est libre, z # 0. Donc v = _71 (x1v1 + -+ xqvq) €
Vect {v1,...,v4}. u

Corollaire (existence de bases)
Tout espace vectoriel réel finiment engendré et non nul admet au moins une base.

PREUVE. On note G un systéeme générateur fini. Puisque V est non nul, G contient au moins un vecteur non
nul v;. La famille {v;} est alors libre et on applique le théoréme de la base incompléte avec £ = 1. [ ]

A noter

(i) Le théoréme de la base incompléte est encore vrai dans les espaces vectoriels qui ne sont pas finiment
engendrés, a condition d’admettre ce que I'on appelle I’aziome du choiz. 1l prend alors la forme suivante : si L
est une famille libre et si G est une famille génératrice qui contient L, alors il existe B telle que L C B C G et
telle que les éléments de B forment une base. De la méme fagon, conséquemment, tout espace vectoriel non nul
admet au moins une base.

(ii) On aurait pu faire un autre choix de présentation de I’existence de bases en démontrant qu’une base est une
famille génératrice minimale (on ne peut plus enlever de vecteurs & une telle famille sans en perdre le caractere
générateur), ou encore une famille libre mazimale (on ne peut plus ajouter de vecteurs & une telle famille sans en
perdre le caractere libre). Ces caractérisations des bases peuvent étre démontrées a titre d’exercice et retenues
comme des résultats du cours.
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Exemples
(i) Dans R"™, les vecteurs

(1,0,0,...,0),(0,1,0,...0),...,(0,0,...,0,1)
forment, dans cet ordre, une base que I’'on nomme base canonique de R"™.

(ii) De fagon analogue, les vecteurs

S O =
o = O
= o O
o o O

(=]
(=]
—_

forment, dans cet ordre, la base canonique de M,, 1 (R).

(iii) De fagon plus générale, si p, ¢ € N*, on appelle base canonique de M, , (R) la famille des matrices

Ec= (5i,c5€,j)1gigp,1§qu

ol ¢ désigne le symbole de Kronecker (défini par d, ; = 0sii# j et 6, ; =1sii=j). Autrement dit, E, . est la
matrice dont tous les coefficients sont nuls, & 'exception du coefficient de la £:*™¢ ligne et de la ¢ colonne,
qui vaut 1.

[Pour le choix de I’ordre dans la base canonique de M, 4 (R), on prend souvent ’ordre alphabétique sur {1,...,p} x {1,...,q}.]

(iv) Un résultat d’analyse élémentaire assure que si f : R — R vérifie f” + f = 0, alors il existe un unique
couple (a,b) tel que, pour tout ¢ € R, f(t) = acost + bsint. Autrement dit, le couple (cos,sin) est une base de
Pespace vectoriel des solutions de 1’équation différentielle " 4+ y = 0.

[Exercice : montrer directement, sans utiliser ce résultat, que 'ensemble des fonctions y : R — R qui vérifient
y"” +y =0 (qui est une équation différentielle linéaire homogene) est un sous-espace vectoriel de R¥.]

2.5 Dimension d’un espace vectoriel finiment engendré

Théoréme (invariance du cardinal des bases)
Dans un espace vectoriel réel finiment engendré, toutes les bases ont le méme nombre d’éléments.

PREUVE. Si (u1,...,up) et (v1,...,v,) sont des bases, alors la famille {uy,...,u,,} est libre et la famille
{v1,...,v,} est génératrice ; donc m < n, d’apreés le théoreme “une famille libre a moins d’éléments qu’une
famille génératrice”. Par symétrie, on a aussi n < m. [ |

Définition (dimension d’un espace vectoriel finiment engendré)
Si V est un espace vectoriel réel finiment engendré, le cardinal commun a toutes ses bases est la dimension
de V. On la note dimg(V'), ou simplement dim V' ou dim(V').

A noter

(i) Dans un espace vectoriel quelconque, toutes les bases ont aussi le méme cardinal. C’est ce cardinal commun
qu’on appelle alors la dimension de l’espace. Un espace vectoriel finiment engendré est aussi appelé espace
vectoriel de dimension finie.

(ii) Puisque l’espace nul n’a pas de base, on dit qu’il est de dimension 0. Cette convention est souvent commode
dans les énoncés que I'on rencontrera.

Exemples
(1) Pour tout n € N*, les espaces R™ et M,, 1 (R) sont de dimension n (on en a exhibé des bases).

(i) Si p,q € N*, I'espace vectoriel M, , (R) est de dimension pg (compter le nombre de matrices dans la base
canonique). En particulier, 'espace vectoriel M,, (R) est de dimension n?.

(iii) Tout nombre complexe s’écrit, de maniére unique, sous la forme a + ib ou a,b € R. Autrement dit, (1,1)
est une base du R-espace vectoriel C. Ainsi, dimg C = 2.

(iv) L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle linéaire d’ordre 2 homogene y” +y = 0 est un sous-espace
vectoriel de dimension 2 de RE.
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Proposition (caractérisation des bases en dimension finie)

Soient V' un espace vectoriel réel de dimension finie d > 1, et v1,...,vq € V. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) {v1,...,vq} est libre

(ii) {v1,...,vq} est génératrice

(iii) (v1,...,vq) est une base.

PREUVE. On suppose que (i) est vraie. Par le théoréme de la base incompléte, on peut compléter {vy,...,vq}
en une base de V. Comme V est de dimension d, une telle base a d éléments. Donc (vy,...,vq) est (déja)

une base. On suppose que (i) est vraie. Tous les vecteurs vy ne sont pas nuls, puisque dim V' > 1. Soit donc
m € {1,...d} tel que v, # 0. Par le théoréme de la base incomplete, on peut compléter la famille libre {v,,}
par des v pour obtenir une base de V. Comme V est de dimension d, une telle base a d éléments. Donc on a
besoin de tous les v pour obtenir une base : (v1,...,v4) est une base. ]

Proposition (dimension d’un sous-espace)
Soient V' un espace vectoriel réel de dimension finie, et W un sous-espace vectoriel de V.. Alors, W est aussi
de dimension finie, et dmW < dim V.

PREUVE. C’est le théoreme de la base incompléte (compléter une base de W en une base de V). [ ]

Proposition (caractérisation de 1’égalité de deux sous-espaces)
Soient V' un espace vectoriel réel, W1 et Wo deux sous-espaces vectoriels de V' de dimension finie. Alors,
W1 C Ws
et = Wy, = Ws.
dim W7 = dim W5

PREUVE. On complete une base de W; en une base de W5. Comme les dimensions sont égales, la base de Wy
est aussi une base de W. |

2.6 Somme directe de sous-espaces vectoriels

Définition (somme directe de sous-espaces)

Soient V' un espace vectoriel, W7 et W5 deux sous-espaces vectoriels de V. On dit que V est somme directe
de W7 et Wy lorsque tout vecteur de V s’écrit, de maniére unique, comme somme d’un vecteur de Wy et d’un
vecteur de Ws. On note alors

V=W oW,
et on dit, dans ces conditions, que W; et W5 sont des sous-espaces supplémentaires de V.
Plus généralement, si Wy, ..., W, sont des sous-espaces de V, on dit que V est somme directe de W1,..., W,

lorsque tout vecteur de V' s’écrit, de maniere unique, comme somme de vecteurs des Wy, 1 < k < n. On note
encore

n
V=& oW,=PW.
k=1
A noter
Encore plus généralement, si (W;),.; est une famille non vide de sous-espaces de V, on dit que V est la somme
directe des W; lorsque tout vecteur de V s’écrit, de fagon unique, comme une somme

> u;
jeJ
ou J est une partie finie de I et oli, w; € W} pour tout j € J.

Proposition (somme directe et dimension)
Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et Wy, ..., W,, des sous-espaces de V. Alors,

V=PW,= dimV =>_ dim(W).
k=1 k=1
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PREUVE. Prendre des bases des W}, et les mettre bout & bout : on obtient une base de V. Cela suffit &
démontrer le résultat. [ |

Proposition (caractérisation des sommes directes de deux sous-espaces)

Soient V' un espace vectoriel de dimension finie, W1 et Wy des sous-espaces de V. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) V=W, oW,y

(i) V.=W1 + Wy et W N Wy = {0}

(#3) dim (W) + dim (Wa) = dim(V') et Wy N Wy = {0}

PREUVE. (i)=-(ii) est évident : la somme est garantie par l'existence de la décomposition sous la forme wq +ws,
lintersection lest par 1'unicité de cette écriture. (ii)=-(iil) est aussi évident gréce a la proposition précédente.
(iii)=-(i) On suppose que dim (W) + dim (W3) = dim(V') et Wy N Wa = {0}. On prend une base (w1, ..., wq,)

de W7 et une base (wg, 41, .., W4, +d,) de Wa. Alors, dimV = d; + d et la famille {wy, ..., w4, 14, } est libre &
cause de '’hypothése sur l'intersection. On en déduit que (w1, ..., w4, +4,) est une base de V, ce qui permet de
conclure. m

2.7 Les attendus du chapitre

Le lire en détail, s’assurer de tout comprendre y compris les exemples, sans laisser de zone d’ombre. Faire, pour
soi, une rédaction d’une résolution des exercices énoncés.

Section 2.1

Apprendre soigneusement les huit axiomes d’un espace vectoriel et les considérer commes des regles du jeu
exclusives des opérations dans un espace vectoriel. Comprendre en quoi I’associativité de ’addition (axiome (i))
permet de ne pas écrire les parenthéses d’une somme, ou d’une combinaison linéaire.

Assimiler les regles de calcul et la proposition de nullité d’un produit externe ; elles ont Iair évidente et un peu
bébétes, mais les travailler jusqu’a se rendre compte que ce n’est pas le cas et qu’elles sont bien des conséquences
des axiomes.

Apprendre la définition d’une combinaison linéaire.

S’approprier les exemples d’espaces vectoriels (R™, matrices, applications F — R, suites de nombres réels). Les
avoir toujours a l'esprit comme exemples fondamentaux, sur lesquels on peut faire fonctionner tous les énoncés
abstraits pour leur donner du sens des la premiere approche.

Apprendre les définitions de la somme de deux matrices de mémes dimensions et du produit d’une matrice par
un nombre.

Apprendre la définition d’un espace vectoriel produit.

Section 2.2
Apprendre la définition d’un sous-espace vectoriel, et sa caractérisation par stabilité par combinaisons linéaires.
Bien comprendre les premiers exemples, retenir ce que 'on appelle une droite vectorielle.

La notion de sous-espace vectoriel engendré par une partie est a la fois délicate et fondamentale. S’assurer
de bien en avoir appris la définition, et de bien comprendre et retenir les deux autres aspects opératoires :
la proposition de minimalité et la caractérisation. Lire les exemples, bien les comprendre, sans aucune zone
d’ombre.

Apprendre ce qu’est la somme de deux sous-espaces vectoriels, retenir que c’est le sous-espace engendré par la
leur réunion.

Section 2.3
Apprendre la définition d’une famille génératrice, la relier & la notion de sous-espace engendré. Comprendre et
retenir qu’une sur-famille d’une famille génératrice est encore génératrice.

Apprendre avec beaucoup de soin ce que signifient la dépendance et I'indépendance linéaires. Retenir minu-
tieusement les deux encadrés est fondamental.
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Bien comprendre en quoi I'indépendance linéaire est synonyme d’unicité d’écriture comme combinaison linéaire.
Comprendre et retenir qu’une sous-famille d’une famille libre est encore libre (et qu'une sur-famille d’une famille
liée est encore liée).

A la lecture des exemples, bien comprendre en quoi tester une indépendance linéaire ou chercher & savoir si une
famille est génératrice revient a résoudre des systemes linéaires.

Bien comprendre et retenir le lemme “trop” de vecteurs sont forcément liés. Lire et comprendre la preuve avec
soin, savoir en décrire les grandes lignes.

Section 2.4
Apprendre la définition d’une base, notion fondamentale du chapitre.

Apprendre ce que sont les coordonnées d’une vecteur dans une base, en s’assurant de bien avoir compris en quoi
le caractere générateur et I'indépendance linéaire sont nécessaires a leurs définitions.

Retenir 1’énoncé et les grandes lignes de la preuve du théoreme de la base incomplete. Ce résultat est tres
opératoire et sert souvent.

Apprendre ce que sont les bases canoniques des espaces de matrices, en particulier des espaces de vecteurs-ligne
(M, (R) =R") et de vecteurs-colonne (M, 1 (R)).

Section 2.5
Apprendre avec soin ce qu’est la dimension d’un espace vectoriel, en sachant relier cette définition au théoréme
d’invariance du cardinal des bases.

Retenir la dimension des espaces de matrices et savoir argumenter leur calcul.

Apprendre et retenir les deux dernieres propositions avec leurs preuves. La derniére, notamment, est extrémement
opératoire et tres pratique.

Section 2.6

Apprendre et retenir la définition de la somme directe de sous-espaces, en ne laissant aucune zone d’ombre dans
le cas de deux sous-espaces. Ne pas négliger cette fin de chapitre : la notion est fondamentale ; elle est en
particulier sans cesse utilisée dans 1’étude de la réduction des endomorphismes (ou des matrices carrées).

Savoir utiliser les caractérisations d’une somme directe, en mesurant a quel point les considérations sur les
dimensions simplifient le mode opératoire.
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3 Applications linéaires

Les applications linéaires sont celles qui préservent la structure entre deux espaces vectoriels.

3.1 Définitions, généralités, premiers exemples

Définition (application linéaire)

Soient V' et W deux espaces vectoriels réels, et f: V' — W une application. On dit que f est linéaire lorsque
(i) Vo,w eV, f(v+w) = f(v)+ f(w) ;

(i)VeeR, Yo eV, f(z-v) =z f(v).

Une application linéaire V- — W est aussi appelée homomorphisme (ou morphisme) d’espaces vectoriels. Lorsque

V =W, on parle d’endomorphisme. L’ensemble des applications linéaires V' — W et I’ensemble des endomor-
phismes de V sont respectivement notés

Hom(V,W) et End(V).

Proposition (les applications linéaires sont celles qui préservent les combinaisons linéaires)
Soient V' et W deux espaces vectoriels réels, et f : V. — W une application. Alors, f est linéaire si, et seulement
st pour tout n € N*, pour tous vy,...,v, € V, pour tous x1,...,x, € R,

f < me) => apf ().
k=1 h=1

PREUVE. (<) est immédiat : la somme et la multiplication scalaire sont des combinaisons linéaires particulieres.
(=) se fait par récurrence sur n. [ |

A noter
Si f:V — W est linéaire, alors f (0y) = Ow.
[En effet, f (0v) = f(0y +0v) = f(0Ov) + f(Ov). En ajoutant —f (Oy ) aux deux membres de I’égalité, il vient Ow = f (0v).]

Exemples
(i) Si V et W sont n’importe quels espaces vectoriels réels, Papplication nulle V- — W, v — Oy et l'identité
idy : V — V, v +— v sont linéaires.

(ii) (Projections d’un produit) Si V et W des espaces vectoriels réels, les applications

pr: VW — V et pe: VW — V
(vy,w) +— W (v,w) +— w

sont linéaires (preuve : exercice).
[Cette linéarité provient immédiatement de la définition des lois d’un espace produit, & laquelle elle équivaut.]

D’une maniére générale, sin € N* et si Vi, ..., V,, sont des espaces vectoriels réels, alors pour tout j € {1,...,n},
la j€ projection
n
Hk:l Vi »
(V1,..,0,) > v;
est linéaire (preuve : exercice).

(iii) Sin € N* et si A = (aj1), < <, € Mn (R) est une matrice carrée, la trace de A, notée Tr(A), est la somme
de ses éléments diagonaux :

TI‘(A) = Z ak k-
k=1

L’application M,, (R) = R, A — Tr(A) est linéaire (preuve : exercice).
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(iv) Les applications s,7 : Mg 1 (R) = My 1 (R) définies par

() emmmn)-() )= (2

sont linéaires (preuve : exercice).
[Si on munit M2 ; (R) du produit scalaire standard et si on oriente ce plan euclidien par sa base canonique, ces applications vérifient :

Vv € Mz 1 (R), s(v) +v € Vect (}) et s(v) — v € Vect <_11> d’une part, ||r(v)|| = ||v|| et mes (U,/T(\U)) = w/2 d’autre part : s est la

symétrie vectorielle orthogonale par rapport a la droite Vect (1) et r est la rotation vectorielle d’angle m/2.]

1

s(v) N r(v)
v+ s(v) ’
/2
o “y\ @
AT - () ()
v — s(v)

(v) L’application R® — R, (z,y, 2) = & — 2y + 3z est linéaire (exercice). D’une maniere générale, si n > 1 et si
ai,...,a, € R™ alors 'application

R — R

n
(T1,...,Tpn) +—> a1x1—|—~-~+anxnzg apTr
k=1

est linéaire (preuve : exercice).
(vi) L’application f : R? — R, (z,y) + 22 + y n’est pas linéaire. En effet, par exemple, f ((—1,0) + (1,0)) =
£(0,0) = 0 est différent de f(—1,0) + f(1,0) =14+1=2.

(vii) Si V est un espace vectoriel réel et si A € R*, alors I'application
vV — V
v A

est linéaire (preuve : exercice). C’est I’homothétie de rapport A.

Exercice
Soient V' et W deux espaces vectoriels réels et f : V' — W. On suppose que f est additive, c’est-a-dire que
flu+v) = f(u) + f(v) pour tous u,v € V. Montrer que f(z-v) =z - f(v), pour tous v € V et z € Q.

Proposition (composée d’applications linéaires)
La composée de deux applications linéaires est encore linéaire.

PREUVE. Soient U, V et W des espaces vectoriels réels, f: U — V et g : V — W des applications linéaires.
Soient u,v € U et x € R. Alors, go f(utv) = g(f(u+v)) = g(f(u)+f(v)) = g(f(u))+9(f(v)) = gof(u)+gof(v)
et go f(z-v)=g(f(x-v))=glx- f(v))=2x-9(f(v)) =2 -go f(v). On a montré que g o f est linéaire. [ |
Définition (isomorphisme d’espaces vectoriels)

Soient V et W des espaces vectoriels réels et f : V' — W. On dit que f est un isomorphisme (d’espaces vectoriels)
lorsque f est a la fois linéaire et bijective. On dit également que V et W sont isomorphes lorsqu’il existe un
isomorphisme entre V' et W. Lorsque V = W, un endomorphisme bijectif de V est appelé automorphisme de V.
L’ensemble des applications linéaires bijectives V' — W et ’ensemble des automorphismes de V' sont respective-

ment notés
Isom(V, W) et Aut(V).

C’est une notion importante que ’on retrouve dans 1’étude de toutes les structures algébriques. Deux espaces
vectoriels isomorphes ont, en tant qu’espaces vectoriels, des structures indiscernables. L’enjeu de la question
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des isomorphismes est celui de la classification des espaces vectoriels, qui a une réponse tres simple comme on
le verra plus bas.

Proposition (réciproque d’un isomorphisme)
La réciproque d’un isomorphisme (d’espaces vectoriels) est encore un isomorphisme.
PREUVE. Soient V et V' des espaces vectoriels réels et f € Isom (V, V’). 1l suffit de montrer que f~! est linéaire.
Soient v/, v € V' et x € R. Puisque f est bijective, en notant u = f=! (u') et v = f~1 (v'), on a v’ = f(u) et
v’ = f(v). Par ailleurs, puisque f est linéaire, v’ + v = f(u) + f(v) = f(u+v) et zv’ = zf(u) = f(zu). Alors,
' +v)=u+v=f"1W)+ f 1) et f~H (o) =au=af" (). [ |
Exemples
(i) L’identité est un automorphisme (!).
(ii) Si V est un espace vectoriel réel et si A € R*, alors ’homothétie de rapport A est un automorphisme de V,
dont la réciproque est ’homothétie de rapport 1/A.
(iii) Si n € N*, 'application

Mn,l (R) — R”

T

T2

) — (1, T2, .., Ty)

In
Z1
Z2

est un isomorphisme d’espaces vectoriels, dont la réciproque est (z1,22,...,zy) —

Ln

(iv) Si V et W sont des espaces vectoriels réels, 'application

t: VW — WxV
(v,w) —  (w,v)

est un isomorphisme dont la réciproque est W x V =V x W, (w,v) — (v, w).
(v) Si p,q € N*, Papplication

RP x RY — RPHe
(1. vzp) s Y1y, Yq) — (1o Ty Y1 -, Yg)

est un isomorphisme de R-espaces vectoriels dont la réciproque est

RP+a — RP x R
(@1 Tprg) > (@1, 2p), (Tpr1 -, Tpig)) -

(vi) Retour & I'exemple (iv) de la salve d’exemples précédente. Un calcul élémentaire montre que 5% = id, , (r)
et que r* = id g, (R (ott 'on noté l'itération de la composition sous forme de puissance). Cela montre que s
et 7 sont des automorphismes de M 1 (R), dont les réciproques sont respectivement s et 7.

Proposition (images directes et inverses d’un sous-espace par une application linéaire)

Soient V' et W des espaces vectoriels réels et f: V — W une application linéaire.

(i) Si V' est un sous-espace vectoriel de V, alors f (V') est un sous-espace vectoriel de W.

(ii) Si W' est un sous-espace vectoriel de W, alors f=1 (W') est un sous-espace vectoriel de V.

PREUVE.

(i) Soient w,w’ € f(V') et x € R. Soient v,v" € V' tels que w = f(v) et w’ = f(v'). Alors, w + w' =
f)+f@)=Ffw+v)e f(V)etzw=xaf(v)= f(zv) € f(V’), puisque V' est un sous-espace de V.

(ii) Soient v,v" € f=1 (W’) et x € R. Alors, f (v+v') = f(v)+ f (V') € W' et f(zv) = zf(v) € W' puisque W’
est un sous-espace de W. Donc v +v' € f~1(W') et zv € f~1 (W'). |

N. Pouyanne, UVSQ 2024, LSMA202N 28



Définition (noyau d’une application linéaire)
Soient V' et W des espaces vectoriels réels et f : V' — W une application linéaire. Le noyau de f est ’ensemble
des vecteurs de V' qui ont Oy pour image :

ker(f) ={v eV, flv)=0w}=f"1({0}).

Un noyau est toujours un sous-space vectoriel de l'espace de départ, c’est une conséquence immédiate de la
proposition précédente.

Proposition (noyau et injectivité d’une application linéaire)
Une application linéaire est injective si, et seulement si son noyau est l’espace nul.

PREUVE. Soit f € Hom(V,W). Si f est injective, puisque f (0y) = Ow, Oy est I'unique vecteur de V dont
I'image soit nulle. Donc ker(f) = {0y }. Inversement, on suppose que ker(f) = {0y }. Soient v,v’ € V tels que
f(v)=f®@). Alors, f(v—2") = 0w, ce qui entraine que v — v’ € ker(f) et donc que v — v’ = Oy. ]

A noter
Lorsqu’on veut montrer qu’'une application linéaire est injective, on calcule toujours son noyau : on ne refait
pas sans cesse le calcul fait une fois pour toutes dans la preuve de la proposition précédente.

3.2 Bases et applications linéaires
Si (v1,...,vq) est une base d’un espace vectoriel réel V' et si f € Hom(V, W), alors 'image par f d’un vecteur

écrit sous la forme
d
v = E LUk
k=1

ot (z1,...,74) € R? sont les coordonnées de v dans la base (v1,...,vq), est nécessairement, par linéarité, égale
au vecteur

d
F) =" anf (k). (2)
k=1

Proposition (une application linéaire est déterminée par ’image d’une base)
Soient V. et W deux espaces vectoriels réels, f,g € Hom(V,W) et (v1,...,vq) une base de V. Alors,

f=g9g<=Vke{l,...d}, f(vg)=g(vg).

PREUVE. Seule I'implication (<=) est non triviale. Elle est garantie par la linéarité de f et de g, traduites
dans la formule (2). [ |

En d’autres termes, pour que deux applications linéaires soient égales, il suffit qu’elles coincident sur une base.

Proposition (définir une application linéaire par I’image d’une base)
Soient V' et W deux espaces vectoriels réels, (v1,...,vq) une base de V et wy, ..., wqg € W. Alors, il existe une
unique application linéaire f :V — W telle que

Vke{l,...d}, f(vk):wk.

PREUVE. L’unicité de f est garantie par la proposition précédente. En outre, la formule (2) montre que si
v € V se développe en v = x1v1 + - - - + zqvq dans la base (vy,...,vq) et si f est Papplication linéaire cherchée,
alors, nécessairement, f(v) = z1f (v1)+ -+ xaf (v4) = T1w1 + - - - + z4wg. On montre successivement que cela
définit bien une application f, qu’elle est linéaire et qu’elle envoie chaque v sur wy.

Pour tout v = vy + -+ xqvg € V, on pose f(v) = x1wy + -+ -+ z4wq. Cela définit bien une application parce
que, d'une part, tout vecteur de V s’écrit comme une telle combinaison linéaire des vy et, d’autre part, parce
que cette combinaison linéaire est unique : les x sont uniquement déterminés par v (ce point est le point de la
preuve le plus délicat). On montre alors que f ainsi définie, est linéaire.

Soient v,v’ € V et soient (z1,...,24) € R? et (z],...,2)) € R? leurs coordonnées respectives dans la base
(v1,...,vq). Soit aussi z € R. Alors, v+v' = (z1 + 2))vi+ -+ (g + ) va et zv = (xz1) V1 + - - - + (2T4) V4,
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ce qui implique que f (v 4+ v') = (21 + ) w1+ -+ (g + &) wg = (T1wW1 + - - + Tgwg) + (w1 + - - + Twg) =
f@)+ f (@) et que f(zv) = zx1wy + -+ + 2xqWe = T (T1W1 + - + TgWe) = zf(v). On a montré que [ est
linéaire.

Enfin, pour tout k, par construction, f (vg) = wy. [ ]
Définition (formes coordonnées dans une base)
Soient V' un espace vectoriel réel et (vy,...,v4) une base de V. Pour tout j € {1,...,d}, l'application linéaire
qui envoie v; sur 1 et tous les autres vy sur 0 est appelée j° forme coordonnée dans la base (v1,...,vq). On la
note vy ou dz;.
L’image d’un vecteur par la j¢ forme coordonnée dans la base (v1,...,vq) est la j¢ coordonnée de ce vecteur
dans la base (vy,...,vq) :
vy Vv — R
d
v = Z TV = Ij.
k=1
Autrement dit, le nombre réel v;(v) est la j¢ coordonnée du vecteur v dans la base (v1,...,vq). A laide de
ces formes coordonnées, une fois la base (v1,...,v4) fixée, la décomposition de tout vecteur v de V' s’écrit

d
v = Z vg (V) vg.
k=1

Proposition (image d’une base par une application linéaire)

Soient Vet W des espaces vectoriels réels, f : V. — W une application linéaire et (v1,...,vq) une base de V.
(i) f est injective si, et seulement si la famille {f (v1),...,f (va)} est libre

(ii) f est surjective si, et seulement si la famille {f (v1),...,f (va)} est génératrice
(ii3) f est bijective si, et seulement si (f (v1),...,f(vq)) est une base de W
PREUVE. Il suffit de montrer (i) et (ii).

(i) On suppose f injective. Soient x1,...x4 € R tels que z1f (v1) + -+ + 24f (vg) = Ow. Alors, comme f est
lindaire, f (x1v1 + - -+ xqvq) = Ow. Puisque [ est injective, cela impose que xivy + -+ - + xqv4, ce qui force

tous les zj & étre nuls puisque la famille {vy,...,v4} est libre. On a montré que {f (v1),..., f (vq)} est libre.
Inversement, on suppose que {f (v1),..., f(vq)} est libre. Soit alors v € ker(f). On développe v dans la base
(v1,...,vq) : solent x1,...zq € R tels que v = z1v1 + - - - + x4vq. En prenant 'image par f, puisque v € ker(f),

on obtient Oy = 21 f (v1) + -+ + xaf (vg). Mais la famille {f (v1),..., f (vq)} est libre, et donc les xy sont
nécessairement nuls. Donc v = 0y. On a montré que f est injective.

(ii) On suppose f surjective. Soit w € W. Puisque f est surjective, soit v € V tel que w = f(v). On développe v
dans la base (v1,...,vq) : solent z1,... x4 € Rtels que v = xyv1+- - Fx4vq. Alors, w = z1f (v1)+- - -+zaf (vq) €
Vect {f (v1),...,f (vq)}. On a montré que {f (v1),...,f(vq)} est génératrice. Inversement, on suppose que
{f(v1),..., f(vq)} est une famille génératrice de W. Soit w € W. Puisque {f (v1),..., f (va)} est génératrice,
solent x1,...x4 € R tels que w = x1f (v1) + -+ + zaf (vq). Alors, w = f(z1v1 + -+ + z4vq) € im(f). On a

montré que f est surjective. [ |
Proposition (R? est le prototype d’espace vectoriel réel de dimension d)
Soient d € N* et V un espace vectoriel réel de dimension d. Pour toute base (v1,...,vq) de V, Uapplication
R4 — %
d
(X1, ., 2q) +— kavk
k=1

est un isomorphisme d’espaces vectoriels, dont la réciproque est

vV o — R4
v o—  (vi(v),...,v7(v)).
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PREUVE. Que ces applications soient des bijections réciproques I'une de 'autre vient directement de la définition
des formes coordonnées. Que la premiere (et donc la seconde aussi) soit linéaire est immédiat. [ ]

S’ensuit le corollaire suivant qui répond de fagon compléte a la question de la classification des espaces vectoriels
réels de dimensions finies a isomorphisme preés.

Proposition (deux espaces vectoriels de méme dimension sont isomorphes)
(i) Tout espace vectoriel réel de dimension finie d € N* est isomorphe a RY.

(i) Deuz espaces vectoriels réels de dimensions finies sont isomorphes si, et seulement s’ils ont la méme di-
mension.

PREUVE. (i) et le sens («<=) de (i) viennent directement de la proposition précédente. Pour (=), on utilise
la proposition sur I'image d’une base par une application linéaire, qui montre que si f = V — W est un
isomorphisme, il envoie une base sur une base, obligeant V et W a avoir des bases qui ont le méme nombre
d’éléments et donc a avoir la méme dimension. ]

A noter

(i) L’hypothese sur la dimension finie est, & vrai dire, inutile. Modulo "axiome du choix qui fournit I'existence
de bases, deuz espaces vectoriels (réels) sont isomorphes si, et seulement s’ils ont la méme dimension.

(ii) Un espaces vectoriel réel V de dimension finie d est isomorphe & R?, on I’a montré par le choix d'une base.
Changer de base fournit autant d’autres isomorphismes entre V et R. Dans le jargon, & cause du caractere
impératif du choix d’une base dans cet argumentation, on dit que tout espace vectoriel réel de dimension finie d
est non canoniquement isomorphe & R%.

3.3 L’espace vectoriel Hom(V, W)

Si V et W sont des espaces vectoriels réels, on munit ’ensemble Hom(V, W) des deux lois suivantes : pour tous
fyg € Hom(V, W) et pour tout x € R, les applications f + g et x - f sont définies par

VeV, (f+9)(v) = fv)+g(v) et (z-f)v) =z f(v).

Proposition (I’espace Hom(V, W))
Pour les deuz lois définies ci-dessus, Hom(V, W) est un espace vectoriel réel.

PREUVE. Exercice. Le vecteur nul de Hom(V, W) est lapplication nulle V- — W, v — Oy . [ |

Proposition (dimension de Hom(V, W))
Si Vet W sont des espaces vectoriels de dimensions finies, alors espace vectoriel Hom(V, W) est aussi de
dimension finie et

dimg Hom(V, W) = dimg (V) x dimg(W).

PREUVE. Soient (vq,...,vq) une base de V' et (wy,...,w.) une base de W, ot d = dimg(V) et e = dimg(W).
Pour tout (j,k) € {1,...,d} x {1,...,e}, on note §;; Papplication linéaire V' — W définie, en vertu de la
proposition “définir une application linéaire par I'image d’une base”, par :

. Ow si i
Vi € {:[,...,d}7 5j7k(vi) —{ we si Q= j.
Autrement dit, pour tout v = z1v1 + -+ - + xqvg € V, 61 (v) = zjwy.
On montre que F = {0, %, (j,k) € {1,...,d} x {1,...,e}} est une famille libre et génératrice de Hom(V, W) ;
comme F a d X e éléments, cela démontrera la proposition.
(i) F est génératrice. En effet, soit f € Hom(V,W). On développe chaque f (v;) dans la base (wi,...,w)
de W : pour tout (j,k) € {1,...,d} x {1,...,e}, soit f;r € R tel que f (v;) = fj1wi + -+ fjewe. On note

alors
9= > firdjx

1<j<d1<k<e
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L’application g est dans Hom(V, W), puisque c’est une combinaison linéaire des d; 5 qui sont dans Hom(V, W).
En outre, pour tout ¢ € {1,...,d}, on a

g (’Uz) = Zfi,kwk =f (vz) .
k=1

Cela montre que les applications linéaires f et g coincident sur la base (v1,...,vq4) de V : elles sont donc égales.
Cela montre que f est combinaison linéaire des 0; .

(i) F est libre. Soit (xj,k)(j )E(1,....dyx{1,...c} une famille de nombres réels tels que

Z xj,kéjvk =0 (3)

1<j<d,1<k<e

ou l'on a noté 0 le vecteur nul de Hom(V, W). Soit ¢ € {1,...,d}. En prenant 'image de v; dans I’égalité (3),
on obtient z; ywq + - - + z; cwe = Oy, ce qui impose que tous les z; ;, 1 < k < e soient nuls puisque les wy, sont
linéairement indépendants. Comme cela est vrai pour tout ¢ € {1,...,d}, tous les x; ;, sont nuls : on a montré
que F est libre. [ |

Définition (forme linéaire, espace dual)
Si V est un espace vectoriel réel, une forme linéaire sur V est une application linéaire V' — R. L’espace vectoriel
Hom(V,R) des formes linéaires sur V est appelé espace dual de V. On le note souvent V*.

Proposition (dimension du dual)
Soit V' un espace vectoriel de dimension finie. Alors, dimV = dim V*.

PREUVE. C’est une application directe de la proposition précédente. [ ]

A noter

Ce résultat, typique de la dimension finie, est faux en dimension infinie. Par exemple, I’espace dual R[X]* de
Pespace vectoriel R[X] des polyndmes & coefficients réels, qui est de dimension dénombrable, est (isomorphe &)
I’espace de toutes les suites a coefficients réels, qui est lui de dimension non dénombrable.

Proposition (formes linéaires sur R%)
Si d € N*, les formes linéaires sur R% sont les applications de la forme

R4 — R

d
(1,...,24) +—> Zakxk
k=1

ot (ai,...,aq) € RL.

PREUVE. D’une part, ces applications sont linéaires. D’autre part, si on note e; le k° vecteur de la base
. s . * ., ,
canonique de R?, une forme linéaire ¢ € (Rd) étant donnée, la formule

d d
C(xy,...,xq) =4 (Zxkek> = Zﬁ(ek)xk
k=1 k=1

montre que £ est de la forme requise — avec ax = £ (ey). [ |

Proposition (liens opératoires entre addition, multiplication scalaire et composition)
Soient f,g,h des applications linéaires et x € R. Les assertions suivantes sont vraies, chaque fois les les espaces
de départ et d’arrivée des applications mentionnées donnent du sens aux égalités.

() folg+h)=fog+ foh
(i) (f+g)oh=foh+goh
(ifi) fo(z-g) =2 fog
() (x-flog=xz-fog
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PREUVE. (i) Si v est dans l'espace de départ commun & g et h, alors fo (g + h)(v) = (fog+ foh)(v). Le
calcul lui-méme est laissé en exercice. Noter que cette propriété vient de la définition de la somme de deux
applications et de la linéarité de f.

(#) Si v est dans I'espace de départ de h, alors (f +g) oh(v) = (foh+goh) (v). Le calcul lui-méme est laissé
en exercice. Noter que cette propriété ne vient que de la définition de la somme de deux applications (leur
linéarité n’intervient pas).

(#ii) Si v est dans l'espace de départ de g, alors fo (x-g)(v) = (- fog)(v). Le calcul lui-méme est laissé en
exercice. Noter que cette propriété vient de la définition de la multiplication scalaire des applications et de la
linéarité de f.

(iv) Si v est dans l'espace de départ de g, alors (z - f) o g(v) = (z- f o g) (v). Le calcul lui-méme est laissé en
exercice. Noter que cette propriété ne vient que de la définition de la multiplication scalaire des applications
(leur linéarité n’intervient pas). ]

A noter (vocabulaire : R-algébre)

Soit V' un espace vectoriel réel. Cette derniere proposition appliquée & End(V'), combinée a la structure d’espace
vectoriel de End(V'), & l'associativité de la composition et a l’existence de idy comme élément neutre pour la
composition conferent & End(V') une structure de R-algébre unifére.

3.4 Le théoreme du rang

Définition (rang d’une application linéaire)
Le rang d’une application linéaire f est la dimension de son image (qui est, on le rappelle, un sous-espace
vectoriel de l'espace d’arrivée). On le note rg(f).

Le théoreme du rang est I'un des théoremes les plus opératoires de ’algebre linéaire.

Proposition (théoréme du rang)
Soient V et W deux espaces vectoriels réels de dimensions finies, et f € Hom(V,W). Alors,

dim]R V= dim]R ker(f) + dimR 1m(f)

PREUVE. Comme im(f) est un sous-espace vectoriel de W qui est de dimension finie, soient r = rg(f) et
(w1,...,w,) une base de im(f). Pour chaque j € {1,...,7}, soit v; € f~! (w;). Soient aussi k = dimker(f) et
(u1,...,ux) une base de ker(f). On montre alors que (uq, ..., uk,v1,...v,) est une base de V, ce qui démontre
le théoreme.

(i) La famille {uq,...,ug,v1,...0.} est génératrice.

En effet, soit v € V. Puisque (wi,...,w,) est une base de im(f), soient yi,...,y, € R tels que f(v) =

yrwy + -+ + ypwe. Alors, f(v) = f(y1v1 + -+ yrv,), ce qui s’éerit encore v — (y1v1 + -+ + yrvr) € ker(f).
Sachant que (uq, ..., ux) est une base de ker(f), on développe ce vecteur dans cette base : soient z1,...,z; € R
tels que v — (y1v1 + -+ - + Yrvy) = T1uy + - - - + zRuE. Cette égalité montre que v € Vect {uy, ..., ug, v1,...0p}.
(ii) La famille {uq, ..., ug,v1,...v.} est libre.

En effet, soient x1,...2r € Ret y1,...y, € R tels que zyu; + -+ + zpur + y1v1 + - - - + yrv,, = Op. En prenant
I'image par f, on obtient que y1wi + -+ + y,w, = Ow, ce qui impose que les y; soient tous nuls puisque la

famille {wy,...,w,} est libre (c’est une base de im(f)). En reportant, il vient alors zyu; + -+ + zxugr = Oy,
ce qui implique que les z; soient également tous nuls puisque la famille {vq,...,v;} est libre (c’est une base de
ker(f)). ]
A noter

Une autre fagon d’écrire la formule du rang : | rg(f) = dimg V' — dimg ker(f)

Proposition (bijectivité en dimension finie)
Soient V' et W deux espaces vectoriels réels de dimensions finies, et f =V — W une application linéaire. On
suppose que dimg (V') = dimg(W). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) f est injective
(ii) f est surjective

(iii) f est bijective
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PREUVE. 1l suffit de montrer que (i) et (ii) sont équivalentes. On suppose que f est injective. Alors,
dimg ker(f) = 0 et la formule du rang garantit que dimg(V') = rg(f). Comme V et W ont la méme dimension,
cela entraine que dimg(W) = rg(f) : les espaces im(f) et W sont inclus 'un dans 'autre et ont méme
dimension : ils sont égaux. Donc f est surjective. Inversement, on suppose que f est surjective. Alors,
rg(f) = dim(W) = dim(V). Gréace au théoreme du rang, il s’ensuit que dimpg ker(f) = 0, et donc que f est
injective. [ ]

A noter

Il est en général beaucoup plus facile de montrer qu’une application est injective que de montrer qu’elle est
surjective. En ce sens, le théoréme du rang est un moyen efficace de montrer qu’une application linéaire est
surjective — ou de calculer son image.

Définition (hyperplan)

Si V est un espace vectoriel réel, un hyperplan de V est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Equations d’un hyperplan

Compte tenu de la forme des formes linéaires, on voit d’abord que H est un hyperplan de R? si, et seulement
s'il existe (ag,...,aq) € R\ {(0,...,0)} tel que

d
H= {(ml,...,xd) e RY, Zakwk 20}-
k=1

On voit ensuite, si V' est un espace vectoriel de dimension finie d dont (vy,...v4) est une base, que H est un
hyperplan de V si, et seulement s'il existe (ay,...,aq) € R\ {(0,...,0)} tel que

d d
HZ{ZZ‘kUkE‘/, Zakl‘kZO}.
k=1 k=1

Dans les deux cas, on dit que 2221 arxy = 0 est une équation de H.

Exercice
Deux équations ZZ:1 arxr = 0 et EZZI brxy = 0 définissent le méme hyperplan si, et seulement si (aq,...,aq)
et (by,...,bq) sont colinéaires, i.e. si, et seulement s’il existe A € R\ {0}, (b1,...,b4) = A(a1,...,aq).

[Sia,be RY \ {0} sont proportionnels, ils définissent le méme hyperplan ; ga, c’est le sens facile. L’autre implication est plus délicate : si
{(ml, ..., xTq) € ]Rd, ar1x1 + -+ aqrqg = 0} = {(11, ..., Tq) € ]Rd, bizx1 + -+ bgxg = O}7 alors les vecteurs a et b sont colinéaires. On
peut procéder par récurrence sur d. Ce résultat trouve une preuve plus conceptuelle (et satisfaisante) dans le cadre de la théorie de la

dualité et de la notion d’orthogonal d’un sous-espace, en faisant intervenir le théoréme du rang.]
Proposition (dimension d’un hyperplan)
Soient V' un espace vectoriel réel de dimension finie d et H une partie de V. Alors, H est un hyperplan de V

si, et seulement si H est un sous-espace vectoriel de V' de dimension d — 1.

PREUVE. Si H est un hyperplan, c’est un sous-espace vectoriel en tant que noyau et sa dimension est d — 1
grace au théoreme du rang. Inversement, supposons que H soit un sous-espace de dimension d — 1. Soit alors

(h1,...,hq—1) une base de H que 'on compleéte en une base (hq,...,hq_1,v4) de V, ot vg € V'\ H. On note v}
la d° forme coordonnée relative a cette base. Alors, v} est une forme linéaire sur V. Puisque v} (vq) = 1, cette
forme n’est pas nulle. Enfin, H est le noyau de v}. [ |

3.5 Equations cartésiennes ou paramétriques d’un sous-espace

Il s’agit ici d’un point de vocabulaire important. Dans un espace vectoriel V' dans lequel on se donne une base
— qui fournit un unique systéme de coordonnées a tout vecteur — il y a deux fagons standard de décrire un
sous-espace vectoriel W par des équations.

Equations paramétriques
Une équation paramétriqgue — ou plus exactement un systéme d’équations paramétriques — est la donnée d’une
famille génératrice finie {wy,...,w,} de W, le plus souvent une base. Elle traduit en termes de coordonnées le
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fait que tout vecteur de W est combinaison linéaire de wy, ..., w,, ce qui s’écrit :
veEW <= ds1,...,8- €ER, v=51w1 + -+ SpW,.
Dans cette formulation, les nombres réels sont les parameétres des équations paramétriques.

Equations cartésiennes
Une équation cartésienne — ou plus exactement un systéme d’équations cartésiennes — est la donnée d’une
famille finie {¢1,...£.} de formes linéaires non nulles dont Pannulation simultanée définit W, ce qui s’écrit :

veEW < l1(v) = =Ls(v) =0.

Exemples

(i) Dans R*, soit W le sous-espace dont une équation paramétrique est

= 3v
Yy=u-+v
z=0
t = —u.

Alors, W est engendré par les vecteurs (0,1,0,—1) et (3,1,0,0) dont on voit immédiatement qu’ils sont
linéairement indépendants : W est un plan (vectoriel) de R*. On “élimine”” u et v de ces équations : en
écrivant d’abord (u,v) en fonction de (z,y, z,t), un raisonnement rapide montre que (z,y,z,t) € W si, et

seulement si
r—3y—3t=0
z=0.

Ces deux équations forment une équation cartésienne de W.

(ii) Dans R*, soit W le sous-espace dont une équation cartésienne est

r—2=0
3r—2t=0
y—3z+2t=0.

On peut voir W comme lintersection des trois hyperlans que chacun des équations définissent. On peut
s’attendre & ce que W soit donc une droite, & moins que 'une (au moins) de ces équations ne soit redondante.
On arrive a exprimer toutes les variables en fonction de I'un d’entre elles, par exemple t. Pour éviter les fractions
rationnelles malcommodes, on prend méme u = ¢/3 pour parametre. Ainsi, (z,y, z,t) € W si, et seulement si

T =2u
y=0
z=2u
t=3u

On a trouvé une équation paramétrique de W, qui est la droite engendrée par le vecteur de coordonnées
(2,0,2,3).

A noter
(i) Donner une équation paramétrique d’un sous-espace W de V sous la forme v € W <= 3s1,...,5. € R, v =
s1wy + - -+ + Spw,- revient a considérer W comme 'image de 'application linéaire
R" — V
(S1,--+,8r) = S1w1+ -+ Spw,.
(i) Donner une équation cartésienne d’un sous-espace W de V sous la forme v € W <= {1 (v) = --- = {5(v) =0
revient a considérer W comme le noyau de I’application linéaire
Vv — R°®

v o— ((v),...,l(v)),

ou encore comme l'intersection des hyperplans dont les équations sont les #j.

“Ce vocabulaire est consacré et il existe une théorie de I’élimination que ’on n’aborde pas ici de facon systématique.
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3.6 Les attendus du chapitre

Le lire en détail, s’assurer de tout comprendre y compris les exemples, sans laisser de zone d’ombre. Faire, pour
soi, une rédaction d’'une résolution des exercices énoncés.

Section 3.1

Apprendre soigneusement la définition d’une application linéaire, sa caractérisation par conservation les combi-
naisons linéaires et retenir qu'une application linéaire est toujours nulle en zéro (preuve comprise). Apprendre
le vocabulaire des homomorphismes et des endomorphismes.

Bien comprendre tous les exemples qui ont tous leur importance théorique ou générique ; faire les preuves
déléguées en exercices.

Retenir que le composée de deux applications linéaire est linéaire, que la réciproque d’une bijection linéaire est
automatiquement linéaire. Apprendre le vocabulaire des isomorphismes et des automorphismes.

Bien comprendre tous les exemples qui ont tous leur importance théorique ou générique ; rédiger les preuves
pour soi, méme si les notes de cours n’en parlent pas.

Retenir I'action d’une application linéaire sur les sous-espaces. Apprendre la définition du noyau d’une appli-
cation linéaire, retenir son lien avec l'injectivité.

Section 3.2
Bien comprendre le phénomene de la linéarité qui assure qu’une application linéaire est déterminée par 'image
d’une base.

La proposition “définir une application linéaire par 'image d’une base” est délicate, d’usage fréquent et tres
pratique. Il est important de bien comprendre et de retenir la démarche qui consiste a définir une application
linéaire en donnant I'image d’une base et en disant qu’on prolonge 'application a tout I’espace de départ par
linéarité.

Apprendre la définition des formes coordonnées qui prennent un role fondamental dans ce que 1’on appelle la
théorie de la dualité.

Bien comprendre la proposition sur I'image d’une base et les preuves ; ne laisser aucune zone d’ombre en
dégageant avec soin les moments du raisonnement ou interviennent les différentes hypotheses.

Bien retenir que deux espaces vectoriels réels de méme dimension finie d sont isomorphes, puisqu’ils sont tous
les deux isomorphes & R?. Retenir également comment le choix d’une base permet de montrer cela, via les
formes coordonnées.

Section 3.3
Apprendre les définitions des lois usuelles sur Hom(V, W). Retenir qu’elle conferent & Hom(V, W) une structure
d’espace vectoriel. Se rédiger une preuve de cela.

Retenir la formule de la dimension de Hom(V, W). On la retrouvera en termes matriciels.

Retenir les opérations liant +, - et o sur les applications linéaires. Bien comprendre, dans la preuve de la
proposition, a quels endroits intervient la linéarité des applications en jeu. Ces propriétés seront transmises
sans douleur au calcul matriciel, évitant ainsi des calculs fastidieux.

Section 3.4
Apprendre la définition du rang d’une application linéaire.

Le théoreme du rang est un des théoremes centraux de toute 'UE. Bien en retenir I’énoncé, en comprendre la
preuve dans les moindres détails. Essayer de bien dégager pourquoi ce théoreme, au fond, repose essentiellement
sur le théoreme de la base incomplete.

Retenir la proposition sur la bijectivité d’une application linéaire lorsque les espaces de départ et d’arrivée ont
la méme dimension et en quoi ce résultat repose sur le théoreme du rang. C’est un résultat tres pratique aux
conséquences innombrables. Faire le rapprochement avec la proposition “applications entre deux ensembles finis
de méme cardinal” de la fin du chapitre 1.

Retenir ce qu’est un hyperplan avec ses deux aspects : noyau d’une forme linéaire non nulle d’'un coté, sous-
espace vectoriel de dimension un de moins de 'autre. Ces deux aspects seront tres utiles pour naviguer dans
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une interprétation géométrique des systémes linéaires.

Section 3.5
Connaitre le vocabulaire des équations paramétriques et des équations cartésiennes.

Savoir interpréter les deux sorte d’équations en termes géométriques : systeme générateur d’un coté, intersection
d’hyperplans de l'autre. Une autre interprétation géométrique : image d’une application linéaire d’un coté,
noyau de l'autre.

Bien réaliser a quel point un systeme d’équations paramétriques n’est jamais unique. Bien réaliser a quel point
un systeme d’équations cartésiennes n’est jamais unique. C’est pour cela qu’on parle toujours d’un systeme
d’équations (paramétriques ou cartésiennes), et jamais du systéme d’équations.

Savoir passer d'une équation paramétrique a une équation cartésienne, et vice-versa.
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4 Matrices et applications linéaires

4.1 Matrice d’une application linéaire modulo le choix de bases

Définition (matrice d’une application linéaire modulo le choix de bases)
Soient V' et W des espaces vectoriels réels de dimensions finies, et f € Hom(V, W). Soient aussi B = (v1,...,v,)
une base de V et C = (w1, ..., w,,) une base de W. La matrice de f dans les bases B et C est la matrice

Matg c(f) € Mmn (R)

dont la k° colonne est le vecteur-colonne des coordonnées de f (vg) dans la base (wi,...,w,), pour tout
ke{l,...,n}.
Autrement dit, si, pour chaque k € {1,...,n}, on écrit

m
[ (v) = a1 pw1 + ag w2 + - -+ + Gy Wiy = E aj kw;
j=1

alors
aii1 ai2 a3 -+ G1n
a21 Q22 423 - A2n
_ _ | a a a ceeoa
Matgc(f) = (ag’c)lgzngSCSn = 3,1 3,2 3,3 3,n € My (R).
Am,1 Am,2 am3 T Am,n
A noter

Une maniere encore plus condensée d’écrire cette matrice et de définir ses coefficients a ’aide des formes
coordonnées dans la base C : pour tout £ € {1,...m} et pour tout ¢ € {1,...n},

(Matg c(f)),,. = wi (f (ve)) -

Définition (matrice d’un endomorphisme dans une (méme) base)
Avec les notations de la définition précédente, lorsque V' = W et lorsque B = C, on note seulement

Matg(f) = MatB’B(f) eM, (R)

et on appelle Matg(f) la matrice de f dans la base B.

Exemples

(i) Si V est n’importe quel espace vectoriel réel de dimension d et si B = (vy,...,v4) est n’importe quelle base
de V, la matrice de idy dans la base B est la matrice dont tous les termes sont nuls a ’exception des termes
diagonaux qui valent 1. On la note I et on I'appelle matrice identité de taille d.

100 --- 0
01 0 0

Iy = (64,6)1§g7cgd =(0 01 0 zdiag(l,l,...,l)
0 0 O 1

ou 0y . est le symbole de Kronecker.

(ii) Soit p : R® — R? la projection sur les deux premieres coordonnées, définie par f((z,y,z)) = (x,y), pour
tout (z,y,z) € R3. On note C3 = (v, v2,v3) la base canonique de R3 et Co (w1, ws) celle de R2. Alors,

1 0 0
MatCs,Cz(p):(O 1 O).
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(iii) On reprend les exemples (iv) de la section 3.1. Les applications linéaires s,7 : My 1 (R) = Moz (R) sont

définies par
() esmmn)-() ()= (2)

En notant C = (e1, e2) la base canonique de Ms 1 (R) oti, on le rappelle ici, e; = (é) et eg = (

Matc(s):<(1) é) ot Matc(r):<(1) _01>.

et b2 = (_

(1)) , on obtient

; 1) Ces deux vecteurs ne sont ni nuls ni proportionnels : ils forment
une famille libre. Comme M3 ; (R) est de dimension 2, on en déduit que B = (b1, b2) est une base de Mz 1 (R).
Alors, s (by) = <?> =2e1 +es =by — by et s(bg) = <_11> =e1 —ey = —by, s(e1) =ex = %(bl + b2) et enfin

s(eg) = e; = £ (by — 2b3). On en déduit que

3
1 0 1/1 1 2 1
Matg(s) = (_1 _1> ,Mate 5(s) = 3 (1 _2) et Matpc(s) = (1 _1> .

Proposition (une fois deux bases choisies, une application linéaire est une matrice)
Soient V et W des espaces vectoriels réels de dimensions finies respectives d et e, B une base de V' et C une
base de W. Alors, Uapplication

On note également b; =

Hom(V,W) — M.q4([R)
f — Matg’c(f)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

PREUVE. On note ®p ¢ 'application de I’énoncé. Que ®p ¢ soit linéaire est une paraphrase des définitions des
lois + et - sur Hom(V, W) d’une part, sur M. 4 (R) d’autre part. Le calcul du noyau de ®5 ¢ est immédiat : seul
Papplication nulle, neutre pour l'addition dans Hom(V, W), a pour matrice la matrice nulle. On en déduit que
®p ¢ est injective. Par ailleurs, on a calculé la dimension des espaces vectoriels réels Hom(V, W) et M. 4 (R) :
elles sont toutes les deux égales au produit de. Donc ®p ¢ est bijective. [ |

Exercice
Montrer directement que ®p ¢ est surjective.

A noter

Le choix de bases de V' et de W permet ainsi de trouver un isomorphisme entre ’espace des applications linéaires
V — W et celui des matrices Maim w,dim v (R). Un tel choix ramene alors I’étude d’applications linéaires &
celui de matrices. Ce nouveau point de vue sur les applications linéaires est souvent tres efficace.

Cela dit, il est important de retenir que ce n’est gue modulo le choix de bases au départ et a l'arrivée qu’un
tel dictionnaire entre applications linéaires et matrices est possible. D’une part, changer de base au départ ou
a Parrivée modifie l'isomorphisme ®. On obtient ainsi toute une famille d’isomorphismes entre Hom(V, W) et
Mdim w,dim v (R). D’autre part, dans le cas général, il n’y pas d’isomorphisme canonique (c’est-a-dire ici, sans
choix de bases) entre les espaces vectoriels Hom(V, W) et Mgim w,dim v (R).

4.2 Composition des applications linéaires, produit des matrices

Un calcul introductif

Soient U, V et W des espaces vectoriels réels de dimensions finies, f : U — V et g : V. — W des applications
linéaires. Soient également B = (uq, ..., u,) une base de U, C = (v1,...,v,) une base de V et D = (w1, ..., w,)
une base de W.

On sait que 'application go f : U — W est linéaire. On cherche & calculer Matg p(g o f) en fonction de
Matlg,c(f) et de Matcp(g).
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On note A = Matgc(f) = (ai,j)1gigq,1gj§p € My, (R), B = Matc,p(g) = (bi,j)1§igr,1§j§q € M4 (R) et

Alors, pour tout i € {1,...,p},

gof(w)=g(f(w) = g|> ajw;

j=1
q

= E aj,ig(vj)
=1
q T T q

= E aji E br,j Wk :E E br,jaj,i | wk
j=1 k=1 k=1 \j=1

Ainsi, pour tous i € {1,...,p} et k € {1,...,r}, le nombre Z bi,jaj; est la k® coordonnée du vecteur go f (u;)
j=1
dans la base (wi,...,w,) : c’est le coefficient correspondant de la matrice de g o f dans les bases B et D.
q

Autrement dit, on a montré que ¢; , = Zbk,jaj,i pour tous i € {1,...,p} et k € {1,...,r}. Cétait Iobjectif
Jj=1
fixé : on a calculé C en fonction des coefficients de A et B. On pose alors, la définition suivante.

Définition (produit de deux matrices)

Soient p,q,7 € N*, M = (mi;)1cicpicjcq € Mpq(R) et N = (nij);cicy1<jcr € Mg (R) — noter que le
nombre de colonnes de M égale le nombre de lignes de N. Le produit des matrices M et N, dans cet ordre, est
la matrice M x N € M, , (R) définie par : Vi € {1,...,p}, Vk e {1,... 7},

q
(M X N); o= minx
j=1

On note aussi MN = M x N.

A noter
(i) Le produit des matrices définit ainsi des applications

MpqR) x Mg, (R)  — My, (R)
(M, N) —s  MN.

Dans le cas ou p = ¢ = r, les matrices sont carrées et ce produit définit une loi de composition interne

M, (R) x M, (R) — M, (R)
(M, N) —>  MN.

(ii) Lorsque A € My (R), on note A2 = A x A et, par récurrence, A" = A"~ x A pour tout n € N*,

Exemples
Y1
(i) Sin e N* si(z,...,2,) E M1 (R)etsi | 1 | € M, 1 (R), alors
Yn
Y1 n
(xl,...,;z:n)x :Zl'kykER-
Yn) =
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Cette formule, qui calcule le produit d’un vecteur-ligne par un vecteur-colonne dans cet ordre — ¢’est un nombre —
permet de décrire le produit de deux matrices de la fagon suivante, conséquence directe de la définition d’un
produit de matrices :

le coefficient de la i¢ ligne et de la j¢ colonne d’un produit M N
est
le produit de la i° ligne de M par la j° colonne de N.

(i) Si M € M, 4 (R), alors OpM = M, MOy, = M, I,M = M et MI, = M. Cela se voit directement sur la
définition du produit et sur celle des matrices nulles O, et des matrices identité I, = (;;) symbole de
Kronecker).

1<s,j<r (
(iii) Pour attraper le mécanisme du produit de deux matrices, on peut le faire sur le calcul de petites matrices.
Par exemple,
a ¢ a aa' +cb  ac +cd
X =
b d vood ba’ +db bc + dd’

(iv) Lorsque deux matrices M, N € M, (R) sont carrées, on peut calculer a la fois M N et NM qui sont encore
dans € M, (R). Attention :

en général, MN #+# NM

. 11 1 0 0 0 1 1
Par exemple, si A = (1 1) et B= (_1 0),alors AB = (0 0) et BA = (_1 _1>. Lorsque MN = NM,

on dit que les matrices M et N commutent.

(v) Le produit d’une matrice et de la matrice nulle, & droite ou & gauche, est encore la matrice nulle. Attention,
le calcul du produit AB ci-dessus montre qu’

on peut avoir a la fois A # Op, B # O, et AB =0,

Cette propriété est une différence marquante entre le produit de nombres réels et le produit matriciel. Du coté
des réels (ou complexes), il est vrai que Vz,y € R, 2y = 0 = (z = 0 ou y = 0) alors que cela est faux du coté
des matrices.

Proposition (matrice d’une composée d’applications linéaires)
Soient U, V et W des espaces vectoriels réels de dimensions finies, f : U =V et g: V — W des applications
linéaires. Soient également B une base de U, C une base de V et D une base de W. Alors,

Matg (g o f) = Mate p(g) x Matgc(f).

PREUVE. Cela vient directement de la définition du produit de deux matrices, qui a été justement été choisie
pour que cette proposition soit valide. [ |

Proposition (propriétés du calcul matriciel)

(i) SiMeM,,R), Ne My, (R) et Pe M, (R), alors (MN)P = M(NP).

(i1) Si M € My, 4 (R), alors I,M = MI, = M.

(i1i) Si M,N € M, 4, (R) et si P € My, (R), alors (M + N)P=MP + NP.

() Si M € My, 4(R) et N,P € Mg, (R), alors M(N + P)=MN + MP.

(v) SizeR, M eM,,(R) et Ne My, (R), alorsz-(MN) = (x- M)N = M(z-N).

PREUVE. Dans chaque cas, modulo le choix de bases, en utilisant la proposition “une fois deux bases choisies,
une application linéaire est une matrice” de la section 4.1, représenter les matrices de 1’énoncé comme des
applications linéaires entre des espaces vectoriels de dimensions finies adaptées & la situation — on peut prendre

R? comme espace de dimension d, c’en est le prototype. Utiliser alors les mémes formules déja démontrées dans
le cadre des applications linéaires en les traduisant en termes matriciels — voir la section 3.3. |
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A noter
(i) Dans les conditions du (i), on note MNP = (MN)P = M(NP), sans parenthéses. Dans celles du (v), on
note indifféremment xtM N = MxN = M Nzx, également sans parentheses.

(ii) Cette proposition a pour conséquence que les régles de calcul — addition, soustraction, multiplication scalaire,
produit — sur les matrices sont les mémes que celles sur les nombres, a I’exception notable de la non commutativité
du produit pour les matrices carrées et du fait que deux matrices non nulles peuvent avoir un produit nul, ce
qui empéche notamment de pouvoir définir une division par des matrices non nulles.

Proposition (action sur les vecteurs-ligne et les vecteurs-colonne)
Soient p,q € N* et A € M,, 4 (R).
(i) L’application “multiplication & droite par un vecteur-colonne”

da : Mq,l (R) — M;DJ (R)
X — AX

est linéaire.

(i) L’application “multiplication a gauche par un vecteur-ligne”

ga: RP — RY
X — XA

est linéaire.

PREUVE. C’est immédiat avec les propriétés du calcul matriciel. [ |

Proposition (le calcul matriciel traduit toutes les applications linéaires)

(i) Soient p,q € N* et f: Mp1 (R) = My1 (R) une application linéaire. On note respectivement C, et Cy les
bases canoniques de My 1 (R) et My 1 (R). Alors, pour tout X € M, (R), f(X) = Matc,c,(f) x X.

(i) Soient V' et W des espaces vectoriels réels de dimensions finies, B = (vi,...,vp) une base de V et C =
(wr,...,wq) une base de W. Soit aussi f € Hom(V,W). Alors, pour tout v € V, si on note X € M, 1 (R) le
vecteur-colonne des coordonnées de v dans B et Y € M, 1 (R) le vecteur-colonne des coordonnées de f(v) dans
C, on a

Y = Matg,c(f) x X

PREUVE. (i) Par définition de Matc, ¢, (f), les applications linéaires f et dMath,cq( #) coincident sur la base C),
de M, 1 (R). Donc elles sont égales.
(ii) Une fois le produit matriciel défini, I'assertion découle immédiatement de la définition de Matc, ¢ (f). ®

4.3 Matrices carrées inversibles

Définition (matrice inversible)
Soit d € N*. Une matrice carrée A € My (R) est dite inversible lorsqu’il existe B € Mg (R) telle que AB =
BA = I;. On note GL4(R) l'ensemble des matrices inversibles de M (R) (GL comme “groupe linéaire”).

A noter
Si A € My (R), il existe au plus une matrice B telle AB = BA = I;. En effet, si AC = CA = I; aussi, alors
C=C(AB)=(CA)B =B.

Définition (inverse d’une matrice inversible)
Lorsque A € Mg (R) est inversible, 'unique matrice B telle que AB = BA = I est appelée l'inverse de A. On
la note A~1. Cela fournit les formules AA™! = A=1A = I,.

Proposition (inversibilité et bijectivité)

Soient V et W deuz espaces vectoriels réels de méme dimension finie d et f € Hom(V,W). Soient B et C
des bases respectives de V' et W. Alors, f est bijective si, et seulement si Matgc(f) est inversible. Dans ces
conditions,

Mate,s (f71) = Matgc(f) .
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PREUVE. Si f est bijective et si on note g = f~! la réciproque de f, alors fog = idw et go f = idy, ce
qui entraine que Matg ¢ (f) Matc g(g) = Iq et que Mate 5(g) Matgc(f) = Ig ; d’ou le résultat. Inversement,
si A = Matg¢(f) est inversible, on note B son inverse. Soit ¢ € Hom(W, V) tel que B = Mat¢ 5(g). Alors,
Matg(go f) = AB = I, ce qui implique que go f = idy. De la méme maniere, Matc(f o g) = BA = I; et donc
fog=1idw. On a montré que f est bijective et que sa réciproque est g. [ ]
Proposition (un inverse d’un cété est un inverse tout court)

Soient d € N* et A, B € Mg (R). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) BA=1, ;

(ii) AB=1; ;

(iii) AB = BA = 1.

PREUVE. On fixe une base B de R%. Soient alors a,b € End (R?) tels que A = Matg(a) et B = Matg(b).

On suppose que BA = [;. Alors, boa = idga, ce qui implique que a est injective. Comme a est un endomorphisme
d'un espace vectoriel de dimension finie, cela entraine que a est bijective. Alors, aob = ao(boa)oa™! =
aoa! =idga et donc AB = I;. On a montré que (i) = (ii). En intervertissant les roles symétriques de A et
de B, on a également montré que (i4) = (i) et donc ’équivalence des trois assertions. [ |
A noter

Faire une preuve directe de cette proposition en restant au sein du calcul vectoriel est loin d’étre facile. Ici, dans
I'argumentaire de cette preuve, on mesure la puissance du théoreme du rang que 'on a utilisé en interprétant
les matrices comme des applications linéaires modulo le choix d’une base.

Exemples
(i) Pour tout d, la matrice I; est inversible, égale & son inverse, puisque Ig = 1.

(ii) Si A € Mgy (R) est inversible, alors pour tout n € N*, A™ est inversible et (A7) = (Afl)n (preuve par
récurrence sur n). On note A~" l'inverse de A™, qui est donc aussi la puissance n® de A~!.

(iii) Soit A = (1) 8 _11 . On montre par le calcul que A% — A2 — A — I3 = O3, ce qui s’écrit encore
A(A%2 - A - 1) 2013.1 Cella montre que A est inversible et que son inverse est A2 — A — I3. On peut calculer
cette matrice. On trouve A=t = A2 — A — I3 = 1 (1) (1)

-1 0 0
(iv) Soit A = (Z 2) € M3 (R). Un calcul direct montre que si ad—be # 0, alors A est inversible et son inverse
est A7t = - (_db —ac) € Ms (R). 1l est utile de retenir cette formule du calcul de l'inverse d’une matrice

de dimension 2.

Proposition (inverse d’un produit)
Soient d € N* et A,B € My (R). Si A et B sont inversibles, alors AB est inversible et (AB)~1 = B~1A~L.

PREUVE. Le calcul (AB) (B7'A™') = A(BB™') A™! = AI;A™" = AA™! = I, prouve les deux assertions.
On peut aussi les montrer en utilisant le fait que la composée de deux bijections f et g est une bijection, et que
(fog) =g tof ™ n

4.4 Matrices et changements de bases

Définition (matrice de passage)
Soit V' un espace vectoriel réel de dimension finie, 5 et C des bases de V. La matrice de passage de B a C est
la matrice dont la j¢ colonne est formée des coordonnées dans B du j¢ vecteur de C. On la notera Passg c.

Autrement dit,
Passp,c = Matc i (idv) .

En particulier, toute matrice de passage est inversible et (PassByc)_l = Passc 3.
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Les matrices de changement de bases permettent de relier les matrices d’une méme application linéaire exprimées
dans des bases différentes.

Proposition (formule générale de changement de bases)
Soient V' et W des espaces vectoriels réels de dimensions finies, B et B’ des bases de V', C et C' des bases de W.
Soit aussi f € Hom(V,W). Alors,

Matg: ¢/ (f) = Passer ¢ x Matp c(f) x Passp p -

PREUVE. On compose les trois applications linéaires entre espaces vectoriels munis des bases indiquées sur le
schéma " ; .d
(V7 BI) 1_V> (Vv B) — (Wv C) 1—W> (Wa Cl)

et on applique deux fois la formule qui calcule la matrice d’'une composée. On obtient : Matp ¢ (f oidy) =
Matp ¢ (f) Matp g (idy), puis Matp ¢/ (idw o (f oidy)) = Mate ¢ (idw) Matp: ¢ (f oidy) ce qui donne, en
combinant les deux formules, Matp ¢/ (idw of oidy) = Matc ¢/ (idw) Matg ¢ (f) Matg: 5 (idy), ce qu’il fallait
démontrer puisque idy of oidy = f. [ |

Proposition (formule de changement de base pour un endomorphisme)
Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et f € End(V'). Soient B et C deux bases de V. Alors,

Mats(f) = Passg,c x Mate(f) x (Passgc) ™.

PREUVE. C’est un cas particulier de la proposition précédente. [ ]

A noter
En particulier, dans la situation de la proposition précédente, si on note P la matrice de passage de B a C, alors
P est inversible comme toute matrice de passage, et

Matgs(f) = P x Mate(f) x P!

Il est important de retenir que 'effet d’un changement de base sur une matrice d’endomorphisme est la multi-
plication a droite et a gauche par une matrice et son inverse.

D’une maniere générale, on dit que deux matrices carrées A, B € My (R) sont semblables lorsqu’il existe une
matrice P € GL4(R) telle que B = PAP~!. La derniere proposition dit en substance que deux matrices sont
semblables si, et seulement si elles représentent le méme endomorphisme (dans deux bases en général différentes).

4.5 Les attendus du chapitre

Le lire en détail, s’assurer de tout comprendre y compris les exemples, sans laisser de zone d’ombre. Faire, pour
soi, une rédaction d’une résolution des exercices énoncés.

Section 4.1

Associer une matrice & une application linéaire modulo le choix de bases et, inversement, associer & une matrice
une application linéaire dont les espaces de départ et d’arrivée ont des dimensions adaptées et dans lesquels on
choisit des bases est un mécanisme incontournable qu’il faut comprendre en profondeur.

Etant donnés V, W, f € Hom(V, W), B et C, savoir écrire Matg ¢ (f) sur des exemples, et aussi de facon générale
avec des pointillés et sous forme condensée (signes > ).

Bien saisir ce que signifie Matg(f) lorsqu’il n’est fait mention que d’une seule base en indice du symbole Mat.

Retenir ce qu’est la matrice identité de taille d et qu’elle est la matrice de I'application identique id & condition
de prendre la méme base au départ et a I'arrivée.

Retenir la proposition une fois deux bases choisies, etc qui donne un sens précis au fait qu’'une fois des bases de
V et de W choisies, la donnée d’une application linéaire V' — W et celle d’une matrice de Mgim w,dim v (R) sont
équivalentes. Ainsi, selon le contexte, on peut indifféremment raisonner du coté des matrices ou du coté des
applications linéaires. Cette dualité de points de vue est tres riche ; elle est la source de nombreux arguments
fins.
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Section 4.2

Apprendre & multiplier des matrices entre elles en prenant garde que les tailles soient adaptées. Savoir faire ces
produits sur des exemples ne suffit pas, il faut aussi savoir écrire les formules générales, avec et sans pointillés, en
apprenant avec soin comment les indices se manipulent. S’entrainer beaucoup pour développer les automatismes
nécessaires.

Retenir que le produit matriciel traduit la composition des applications linéaires — et que c’est I’écriture de cette
composition qui préside a la définition du produit matriciel. En particulier, ce produit n’est pas commutatif ;
savoir produire des exemples de matrices qui commutent et de matrices qui ne commutent pas.

Assimiler les régles de calcul sur les matrices. En particulier, retenir que le produit de deux matrices non nulles
peut étre nul. Savoir produire de tels exemples.

Bien garder a ’esprit la multiplication des matrices par des vecteurs-colonne a droite, et par des vecteurs-ligne
a gauche. Bien comprendre en quoi cette situation est générique dans la description de toutes les applications
linéaires en dimensions finies.

Section 4.3

Retenir la définition d’une matrice inversible et de son inverse. Bien comprendre et retenir que I'inversibilité
correspond & la bijectivité dans le dictionnaire qui lie les matrices et les applications linéaires modulo le choix
de bases.

Retenir qu'il suffit qu’une matrice ait un inverse & gauche pour que ce dernier soit aussi un inverse & droite (et
réciproquement), et que cela est di, au fond, au théoréme du rang.

Savoir lire une équation polynomiale (& coefficient constant non nul) sur une matrice comme ’explicitation de
son inverse (exemple (iii)).

Retenir par coeur la formule de 'inverse d’une matrice inversible de taille 2 — on permute les termes diagonaux,
on change les signes des termes antidiagonaux, on divise par ad — bec qui n’est pas nul, exemple (iv).

Bien retenir que 'inverse du produit est le produit des inverses dans [’autre sens.

Section 4.4

Etant données deux bases d’un méme espace vectoriel, savoir définir et écrire la matrice de changement de bases
de I'une a 'autre. Ne pas oublier 'interprétation d’une matrice de passage en termes de la matrice de I'identité
dans les deux bases respectives (dans le bon ordre).

Retenir l'existence de la formule générale de changement de base, savoir la retrouver dans le détail lorsque le
besoin s’en fait sentir.

Retenir la formule de changement de base pour un endomorphisme. Au deld du détail, en retenir aussi le
mécanisme qui assure que changer de base aboutit a une matrice semblable.
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5 Systemes linéaires, pivot de Gauss

5.1 Systeme linéaire, notation matricielle

Sin € N*, une équation linéaire entre les inconnues x1,...x, est une équation du type
a1r1+ - +apr, =b (4)

ol ay,...,a, et b sont des nombres réels. Lorsque b = 0, on dit que I’équation est homogene. Une solution de
cette équation est un n-uplet (x1,...2,) € R™ pour lequel I'égalité (4) est vraie. Résoudre une telle équation
signifie en donner ’ensemble des solutions — de toutes les solutions.

Sin,m € N*, un systéme linéaire de m équations & n inconnues x1,...xT, est un systeme constitué d’équations
linéaires, du type

1,121 + a2 + -+ a1y, = b1

a21%1 + ag2T2 + -+ a2 nTy = bo

(5)
Am, 121 + Am 222 + -+ Um,nTn = bm

ot les ag . et les by, sont des nombres réels. Dans cette écriture en colonne des équations linéaires, on sous-entend
des “et” qui sont presque toujours implicites. Une solution de ce systéme linéaire est un n-uplet (x1,...z,) € R”
pour lequel les égalités (5) sont toutes vraies. Résoudre un tel systéme (d’équations) signifie en donner I’ensemble
des solutions — de toutes les solutions. Lorsque b1 = --- = b,,, = 0, on dit que le systéeme est homogene.

Notation matricielle Sion note A € M,, ,, (R) la matrice des coefficients systeme, X € M,, 1 (R) le vecteur-
colonne des inconnues et B € M,, 1 (R) le vecteur-colonne du second-membre :

a1,1 arz a1,n (o by
a1 Aag2 -+ A2n T2 bo

= 5 X = 5 B = 5
am,1 am2 *° Ammn Tp bm

alors le systeme (5) s’écrit en notation compacte sous la forme

ou la notation AX désigne le produit matriciel. Le systéme linéaire homogéne associé au systeme AX = B est
le systéme linéaire homogene AX = 0,,, out 0,, désigne le vecteur nul de 'espace M, 1 (R).

5.2 Structure de ’ensemble des solutions d’un systeme linéaire

Proposition (structure des solutions d’un systéme linéaire homogéne)
(i) Soient n € N*, (a1,...a,) € R"\ {(0,...,0)}. L’ensemble des solutions de ’équation linéaire

arz1+ -+ apt, =0
est un hyperplan de R™.
(ii) L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogene a n inconnues est un sous-espace vectoriel de R™.

PREUVE. (i) Immédiat, voir chapitre 3.4. (i) C’est une intersection d’hyperplans. ]

A noter Le systeme est homogene, c’est cela qui conduit a un sous-espace vectoriel. Résoudre une équation
linéaire ou un systeme linéaire homogene revient presque toujours, quelle que soit la description que ’on adopte,
a expliciter une base de I’ensemble de ses solutions.

Proposition (structure des solutions d’un systéme linéaire avec second membre)
Soient A € My, (R) et B € M,, (R). On suppose que Xo € M,, (R) est une solution du systéme linéaire
AX = B.
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(i) Si X est une solution du systéme homogéne associé AX = 0, alors Xo+X est solution du systéme AX = B.

(i) Si X est solution du systéme AX = B, alors X — Xg est solution du systéme homogéne associé AX = 0,,.

PREUVE. (i) Si AX = 0O, alors A(Xo+X) = AXg+ AX = B+ 0, = B. (ii) Si AX = B, alors
A(X — Xo) = AX — AXg =B — B = 0. n

Autrement dit, si on note S ’ensemble des solutions du systeme AX = B et Sy le sous-espace vectoriel de R™
formé des solutions du systéme homogene associé AX = 0,,, si Xg est un élément de S (que 'on suppose donc
non vide), alors

S=Xo+ S
ou la notation Xo + Sy désigne {Xo+V, V € Sp}.

Le slogan : la solution générale d’'un systéme linéaire avec second membre est la somme d’une solution
particuliere et de la solution générale du systéme homogéne associé.

A noter Un systeme linéaire peut n’avoir aucune solution. Prendre par exemple A = (} g) et B = <;)

5.3 Résolutions des sytemes linéaires, algorithme du pivot de Gauss
5.3.1 Les méthodes élémentaires de résolution

A noter Les exemples choisis pour illustrer les méthodes élémentaires de résolution sont pris sur des systemes
linéaires qui ont tous 3 équations, 3 inconnues et une unique solution. Attention, ces exemples purement
techniques n’illustrent pas du tout un paysage complet des systémes linéaires, ni en ce qui concerne le nombre
d’équation ou d’inconnues, ni en ce qui concerne la forme de l’ensemble des solutions.

(i) Combinaisons linéaires adroites de lignes pour supprimer des inconnues
Un exemple : résoudre

6r —2y+z2z=1

(s)q 3z —y—22=0

r+z=1.
On soustrait le double de la deuxiéme ligne a la premiere. Cette opération supprime a la fois les inconnues
z et y. On obtient 5z = 1, ce qui impose la valeur de z dans tout triplet de solutions : z = % On reporte
cette valeur dans la troisieme équation, ce qui fournit z = %. Enfin, on reporte dans la seconde équation et on
trouve y = 2. On a montré que si (z,y, z) est solution du systeme, alors nécessairement, (z,y,z) = (%, 2, %)
Inversement, on vérifie aisément que ce triplet est solution de (s).

Conclusion : I’ensemble des solutions de (s) est le singleton {(%, 2, %) }

A noter On a procédé par condition nécessaires dans un premier temps : on a supposé que (z,y,z) était
solution, puis on en a déduit que, nécessairement, (z,y,z) = (%,2, %) Il s’agit ensuite de vérifier que cette
valeur de (z,y, z) fournit bien une solution, ce qu’on a fait dans un second temps.

D’une maniére générale, on peut éviter de procéder en deux temps (analyse puis syntheése, pourrait-on dire) en
écrivant une suite de systemes équivalents au systeme initial. Encore faut-il, a chaque étape, s’assurer de cette
équivalence. Cette démarche sera systématisée plus bas.

(ii) Méthode de résolution par substitution
Il s’agit d’écrire, ligne apres ligne, une inconnue en fonction des autres, en éliminant ainsi les inconnues les unes
apres les autres.
Un exemple : résoudre

6r —2y+z2z=1

() 3x+2y—42=0

r—z=1
De la premiere ligne, on extrait  en fonction de y et de z ; comme on n’a modifié que la premiere ligne en la
remplacant par une équation équivalente, on obtient un systéeme équivalent :

r=¢t1+2y—2z)
()<= 3x+2y—42=0
r—z=1
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On remplace ensuite x par sa valeur en fonction de y et z dans les deux derniéres équations. La encore, on
s’assure aisément que le systeme obtenu est équivalent au précédent :

r=1(1+2y—2) r=3(142y—2z)
(s) =4 3y—32z=-1 = (¢ 6y—9z=-1
%yf%z:% 2y—T7z=5

ou la derniere transformation aura consisté a écrire les deux derniéres lignes avec des coefficients entiers, en
mettant les fractions au méme dénominateur. On résout le systeme de 2 équations a 2 inconnues formé par les
deux dernieres lignes de fagcon analogue. Sans paroles :

z=¢5(1-2y—2) r=-%
()= y=¢(-1492) <= y=-2
—422% z —%

Conclusion : ’ensemble des solutions de (s) est le singleton {(—%7 —16—3, —%) }

L’algorithme du pivot de Gauss consiste a systématiser la résolution d’une systeme linéaire. Par ailleurs, cet
algorithme s’implante tres bien dans tous les langages de programmation contemporains. L’algorithme appliqué
au systeme lindire AX = B consiste en une suite de transformations de matrices. Une extension — sur le méme
principe — de l'algorithme de Gauss fournit aussi un algorithme efficace de calcul de I'inverse d’une matrice
inversible.

5.3.2 Un exemple introductif

On considere le systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues x, y, z suivant :

r+2z=3
()¢ z+2y+4z="5
y+2z2=2

On transforme ce systéme en une suite de systémes équivalents par des opérations successives. La premiere
opération consiste a soustraire un multiple de la premiére ligne & toutes les autres afin de faire disparaitre
I'inconnue x.

r+22=3 r+22=3
()<= 2y+2z2=2 <= y+z=1
y+22=2 Y+ 2z =2.

La deuxiéme consiste a ne plus toucher la premiere ligne, puis a soustraire un multiple de la deuxieme lignes a
toutes les autres (il n’en reste ici plus qu’une) afin de faire disparaitre 'inconnue y.

r+22z=3
(5) =< y+z=1

z=1

Enfin, on soustrait un multiple de la troisieme ligne aux précédentes afin d’en éliminer les occurences de z.

r=1
()<= y=0
z=1.

L’algorithme du pivot de Gauss consiste a généraliser cette méthode a n’importe quel systeme linéaire. Les
manipulations sur les lignes ne font a vrai dire intervenir que les coefficients de la matrice du systeme. Cela
amene a écrire I’algorithme sur des matrices, en faisant abstraction de 1’écriture des inconnues.
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5.3.3 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice

On se donne une matrice A € M, ,, (R).

On lui fait subir trois types de transformations sur les lignes : permuter deux lignes, multiplier une ligne par un
nombre réel non nul, ajouter & une ligne un multiple d’une autre, ainsi que les mémes transformations sur les
colonnes. Dans cette suite de définitions, on notera A’ la matrice obtenue aprés transformation. Dans chaque
cas, toute opération élémentaire sur les lignes d’une matrice revient a multiplier ¢ gauche la matrice par une
matrice inversible bien choisie ; de méme, une opération élémentaire sur des colonnes d’une matrice revient a
multiplier ¢ droite la matrice par une matrice inversible bien choisie.

Notation Sip € N* et si f,c € {1,...,p}, on note Eéf”c) la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont
nuls a l'exception de celui de la £¢ ligne et de la k° colonne qui vaut 1 :

1 .- + (¢ ligne

T
k¢ colonne
Ce sont, on I'a vu, les matrices de la base canonique de M, (R).

5.3.3.1 Permuter deux lignes — ou deux colonnes

Sii,j e {l,...,m}, il sagit d’échanger la ligne ¢ et la ligne j de A. On note cette opération élémentaire
A~ A
LiHLj
De la méme fagon, pour tout k,1 € {1,...n}, 'échange de la k° et de la £° colonne de A se note
A ~ A
C}d—)Cg
Exercice

On note Pi(f;-) € M, (R) la matrice Pi(g) =1, — EET) - EJ(T) + El(?) + EJ(T) — c’est une matrice de permutation.
2
Alors, (131‘(,1;)) = I, — ce qui montre que Pi(’?) est inversible — et

(i) A ~ A’si, et seulement si A’ = Pi(’}”) x A.

L,;(—)Lj
(ii) A ~ A’ i, et seulement si A’:AXP,S;).
Cr+Cy "
Exemples 1 -1 0 1 -1 0 100 0\ /1 -1 0
3 1 1 -~ 1 1 1 |0 0 0 1 3 1 1
0 0 —1]ryers|l0 0 =11 {0 0 1 0 0O 0 -1
1 1 1 3 1 1 01 0 0 1 1 1
T
4
Py
et
1 -1 0 1 0 -1 1 -1 0
3 1 1 -~ 3 1 1 13 1 1 é 8 (1)
0 0 —-1]cyescs|O -1 0 |0 0 -1 01 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1
/]\
3
P
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5.3.3.2 Multiplier une ligne — ou une colonne — par un réel non nul

Siie {1,...m}etsiz e R\ {0}, il s’agit de remplacer la ¢ ligne de A par son produit par z ; idem pour la j°
colonne si j € {1,...n}. On note ces opérations élémentaires

A ~ Alet A ~ AL

Limei ij\»ZECj
Exercice
(1) AL-ML‘A/ si, et seulement si A’ = (Im + (z — I)EZ(T)> x A =diag(1,...,1,z,1,...,1) x A, ot le z est & la
i© place.
(i) Ac ~ A’ si, et seulement si A’ = A x (In + (z — 1)Ej(-’;)) = A x diag(1,...,1,2,1,...,1), ot le z est & la
~~oax (s )
jeplac]e. !
Exemples
1 -1 0 1 -1 0 1 0 0 0\ /1 -1 O
31 1| |1 3 s |_f0ogzo0o0]f3 1 1
00—1L2M%L200—170010 0 0 -1
1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
T
L+ (§ 1) E5)
et
1 -1 0 -2 -1 0 1 -1 0
311M—611_311_()2?8
007101«»_20100—1_00—1001
1 1 1 -2 1 1 1 1 1
T

L+ (—2-1)EY

5.3.3.3 Ajouter a une ligne — ou a une colonne — un multiple d’une autre

Sid,j € {1,...m} sont distincts et si z € R, il s’agit d’ajouter a la i° ligne le produit de z par la 5 ligne ; idem
pour les k® et £¢ colonnes si k, £ € {1,...n} sont distincts. On note ces opérations élémentaires

A ~ A et A ~ A

Exercice
(i)A  ~  A’si, et seulement si A’ = (Im + EZ-("-l)> x A.
L,ML1+$L7 »J
(i) A~ A’si, et seulement si A/ZAX<In+EéTL)).
Cp~Cr+zCy ?
Exemples
1 -1 0 1 -1 0 10 0 0y /1 -1 0
3 1 1 o 31 1| |01 00 3 1 1
0 0 —1|rs~Ls+L|3 1 0] [0 1 1 0 0 0 -1
1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
/]\
I + EY)
et
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-1 0

1 1 0 1
3 1 1 - 3 4 1 3 1 1 (1) } 8
0 0 —-1)cowCorci|O O =1 |0 O -1 00 1
1 1 1 1 2 1 1 1 1

/]\

5.3.3.4 Réversibilité des opérations élémentaires

Proposition (réversibilité des opérations élémentaires)
Les opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes d’une matrice sont toutes réversibles. Plus précisément,
si A, A" € My, (R), alors pour tous i,5 € {1,...,m}, pour tous k,¢ € {1,...,n} pour tout x € R,

(i) A ~ A’ si, et seulement si A’ ~ A

Li(—> j Li<—>L]‘

(ii) A ~ A’ si, et seulement si A’ ~ A
CkHCg C}d—)Cz

(iti) Six #0, A ~ A si, et seulement si A’ ~ A
Li~zL; Li~1r;
() Six#0, A ~ A si, et seulement si A’ ~ A

(v) A ~ A si, et seulement si AY  ~ A
L1ML1+ILJ Li’\»Liwa]'

(vi) A ~ A’ si, et seulement si A~ A.
Crp~Cr+xCy Cp~Cr—xCy

PREUVE. Exercice, c’est élémentaire. [ |

A noter

Il importe de relier cette réversibilité aux trois exercices précédents, qui montrent que faire subir & A une
opération élémentaire sur les lignes (resp. sur les colonnes) revient & multiplier A & gauche (resp. & droite) par
une matrice carrée inversible — exercice : vérifier que les matrices indiquées dans lesdits exercices sont toutes
inversibles en calculant explicitement leurs inverses. Cette propriété des opérations élémentaires fournit une
autre preuve a la proposition de réversibilité.

5.3.4 Matrices échelonnées et réduites

Partant de n’importe quelle matrice et en faisant une suite d’opérations bien choisies sur les lignes (le fameux
algorithme de Gauss, on y vient petit a petit), on aboutit & une matrice de forme tres particuliere qu’on appelle
échelonnée et réduite, particulierement propice a la résolution des systemes linéaires.

— Dans la description d’une matrice, le symbole x désigne un réel quelconque —

Définition (matrice échelonnée, matrice échelonnée et réduite)
Soient m,n € N* et R € M,, , (R). On note Ly, ..., Ly, les lignes de R et C1,...,C, ses colonnes. La matrice
R est dite échelonnée lorsque :

(i) toute ligne de R est nulle ou de la forme (0,...,0,1,%,...,%). L’indice du premier terme non nul d’une ligne
est son pivot ;

(i) si 1 <4 <m et sila ligne L; est nulle, toutes les lignes L;, j > i sont nulles également ;

(ili) si 1 <@ < j < m et siles lignes L; et L; ne sont pas nulles, alors le pivot de L; est strictement supérieur
au pivot de L; ;

On dit que R est échelonnée et réduite lorsqu’elle vérifie en outre la condition :

(iv) si 1 < £ < m, si la ligne L, est non nulle et si ¢ est son pivot, alors la colonne C, est nulle a I’exception
du 1 de la ¢° ligne.

Exemples et paraphrases
(i) Le pivot du vecteur-ligne (0,0, 1,8,0, fg) est 3.
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(ii) Dans une matrice échelonnée et réduite, toutes les lignes nulles sont regroupées en bas de la matrice.

(iii) Dans une matrice échelonnée et réduite, la configuration | g 0 § ¢ o o +© .. & | est interdite.

(iv) Si ¢ est le £° pivot d’une matrice échelonnée et réduite R, alors R est de la forme

0

0 -+ 0 1 % -+ x| < /£°ligne

0
T

¢ colonne

(v) Toute matrice de la forme suivante est échelonnée et réduite ; elle a quatre pivots dont la liste est (2,5, 7, 8).

01 « %« 0 « 0 0 % %
00001 % 00 % «
00000010 % %
00000001 5 «|EMe®)
0000000000
0000000000

(vi) Les matrices échelonnées et réduites & moins de deux lignes et moins de deux colonnes sont

000 00 06 (.06 81636 G Y

(vii) Une matrice échelonnée peut (récursivement) se définir comme étant écrite par blocs sous la forme

N
] 1 * || *
il * *
1L L]
1 L]
1
0 —_—
0 0 ol o olo
0 0 0
L L - L (6)
*
ou les blocs superposés écrits sous la forme peuvent étre vides (autrement dit, de largeur nulle).
0

Dans ces dessins, un rectangle contenant le symbole 0 désigne une matrice nulle, un rectangle contenant le
symbole x désigne une matrice dont les coefficients sont des réels arbitraires. Noter aussi que le bloc de 0 le
plus a gauche peut aussi étre vide, ainsi que la toute derniere colonne.
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De méme, une matrice échelonnée et réduite peut se définir comme étant écrites par blocs sous la forme

1L ol Ll 1] [
1 * 1[0 * 0
1L
1 L
1
0 _
0 0 0 0 ol o
0 0 0
L L L ] 1)

La différence réside en la colonne de 0 au dessus du 1 de chaque pivot.

5.3.5 Echelonner et réduire une matrice, méthode du pivot

Proposition (toute matrice s’échelonne et se réduit, algorithme de Gauss)

Soient m,n € N* et A € My, , (R).

(i) 1l existe une suite d’opérations élémentaires sur les lignes de A qui aboutit & une matrice échelonnée et
réduite.

(i) Il existe une matrice inversible P € M,, (R) telle que PA soit une matrice échelonnée et réduite.

PREUVE.

(i) La preuve est constructive. Elle formalise (une version de) l'algorithme de Gauss proprement dit. On procede
en deux temps : d’abord, on échelonne la matrice ; ensuite, on la réduit. Ces deux étapes aboutissent a une
matrice échelonné et réduite en une succession finie d’opérations élémentaires sur les lignes.

1) Algorithme d’échelonnage
On procede par étapes successives, dont le nombre est inférieur ou égal au nombre n de colonnes de A. Chaque
étape est I'échelonnage a gauche d’une sous-matrice, qui est une opération sur les lignes de la matrice entiere.

L’échelonnage & gauche de A est la suite d’opérations suivantes :
- si A est nulle, on s’arréte, A est échelonnée a gauche (et méme échelonnée et réduite !) ;
- si A n’est pas nulle, 'une au moins de ses colonnes n’est pas nulle. On s’occupe de la colonne non nulle la

plus a gauche. On la note Cf, 1 < k < n. Le nombre k est appelé premier | pivot | de la matrice A. Puisque

(', n’est pas nulle, au moins un de ses coefficients n’est pas nul. On note a; ;, son premier coefficient non nul en
partant du haut (autrement dit, £ est le plus petit entier j tel que a; # 0)". Si £ # 1, la premiere opération
(élémentaire, sur les lignes) consiste & permuter L et L.

[Dans I’exemple qui suit cette preuve, cette étape est numérotée (0).]

La matrice obtenue a ses k — 1 premieres colonnes nulles, et le coefficient de sa premiere ligne et de sa k° colonne
n’est pas nul ; on le note a. On divise alors cette premiere ligne par a, c’est encore une opération sur les lignes.
La nouvelle matrice obtenue a ses k — 1 premieres colonnes nulles, et le coefficient de sa premiere ligne et de sa
k¢ colonne est 1.

[Dans l'exemple, c’est I'étape (2).]

Il reste a remplacer les coefficients au dessous de ce 1 par des 0. Chaque ligne de cette matrice est de la forme
L=(0,...,0,a,%,...,%), le a étant placé au rang k. On remplace chaque ligne L au dessous du 1 par L —al ;
c’est une opération élémentaire sur les lignes qui remplace la ligne L = (0,...,0,a,*,...,*) par une ligne de
la forme (0,...,0,0,%,...,x) (attention, les * de cette nouvelle ligne ne sont pas les mémes * que celles de la
ligne L).

[Dans 'exemple, ce sont les étapes regroupées sous le numéro (3). Noter que les coefficients déja nuls des lignes 2 et 3 de la colonne 2
rendent inutiles les opérations qu’on s’attendait a faire.]

La nouvelle matrice obtenue a la suite de toutes ces opérations est échelonnée a gauche, ce qui signifie qu’elle
est de la forme suivante :

“Parfois, on appelle pivot ce nombre ay, lui-méme et non 'indice k de la premiere colonne non nulle. Pour ce vocabulaire-1a,
qui n’est pas universel dans le Landernau mathématique, il s’agit de faire preuve d’un peu de souplesse.
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B E—
k—1
colonnes

ol A; est une matrice a coefficients réels qui a une ligne de moins que A et un nombre de colonnes strictement
inférieur au nombre de colonnes de A.

Ensuite, on échelonne & gauche la matrice A; selon le procédé précédemment utilisé pour A. Sila matrice A; est
nulle, l'algorithme s’arréte, la matrice dessinée ci-dessus est échelonnée. Sinon, I’échelonnage de A; fait 'objet
d’un nouveau pivot ; puisque tous les coefficients de la matrice & gauche de A; sont nuls, les opérations sur les
lignes de A; n’affectent pas ce bloc de 0. Ainsi, lorsque A; n’est pas nulle, son échelonnage a gauche aboutit a
une matrice de la forme

L] * l 1] * l

ou A, est une matrice a coeflicients réels qui a une ligne de moins que A; et un nombre de colonnes strictement
inférieur au nombre de colonnes de A;.

[Dans I'exemple, I’échelonnage & gauche de A; est la succession des étapes (@) et (5).]
On poursuit récursivement ce procédé, qui s’arréte nécessairement puisque le nombre de ligne et le nombre de

colonnes de la matrice obtenue en bas a droite décroissent strictement chaque fois que ladite matrice n’est pas
nulle. Au moment ou l'algorithme d’échelonnage s’arréte, la matrice obtenue est échelonnée, sous la forme (6).

1] x | 1| x |
[ ] 1| * |

A~ 0 ~ 0 ~ etc

[Dans l’exemple, la matrice obtenue aprés 1’étape (0 est échelonnée.]

2) Algorithme de réduction d’une matrice échelonnée
On part d’'une matrice échelonnée, qui est ainsi de la forme
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1L *x I« * *—— [
] 1 * ||*

* *
1L L]

1 L

1

0 —_—

0 0 ol o ol o
0 0 0

1

On appelle colonne d’échelonnage les colonnes de la forme @ dans la matrice échelonnée. S’il n’y a pas de
colonne d’échelonnage, la matrice est nulle, il n’y a rien a faire (elle est échelonnée et réduite !). Sinon, il
s’agit d’annuler * au dessus des 1 des colonnes d’échelonnage par des opérations élémentaires sur les lignes
pour aboutir & une matrice échelonnée et réduite, écrite sous la forme (7). On procéde successivement colonne
d’échelonnage par colonne d’échelonnage, de gauche & droite. Sur la premiere colonne d’échelonnage (en noir
sur le dessin), il n’y a rien & faire, le 1 est tout en haut. S’il n’y a pas d’autre colonne d’échelonnage, il n’y a rien
a faire, la matrice est est échelonnée et réduite. Sinon, on note a le coefficient au dessus du 1 de la deuxieme
colonne d’échelonnage (en rouge sur le dessin). On remplace alors la premiere ligne Ly de A par L1 —aLs. La
nouvelle matrice est de la forme

1L+ 10 * *—— [
] 1 * ||*
- * *
1L L
—l i
1
0 —_—
0 0 ol o ol o
0 0 0
L L L L (8)

[Dans I’exemple, la premitre étape de réduction est I’étape @).]

S’il n’y a pas d’autre colonne d’échelonnage, il n’y a rien a faire, la matrice est est échelonnée et réduite. Sinon,

a
b

1
si la troisieme colonne d’échelonnage s’écrit @, on procéde aux opérations sur les lignes Ly ~ L — als et
Lo~ Ly — bL3. On obtient une matrice de la forme

1 * 0 4 BRIR (]
] 1 * ||*
- * *
1:—
1 L
(] 1
0 —_—
0 0 ol o ol o
0 0 0
L L L L (9)

[Dans I’exemple, la seconde étape de réduction est la succession d’opérations regroupées sous le numéro @).]
On itere ce procédé jusqu’a épuisement des colonnes d’échelonnage. La matrice obtenue est échelonnée et
réduite.

[Dans l'exemple, la derniére étape de réduction est la succession d’opérations regroupées sous le numéro (3).]
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(ii) Chaque opération élémentaire sur les lignes d’une matrice consiste & multiplier la matrice & gauche par une
matrice inversible. Comme le produit de deux matrices inversibles est encore inversible, (ii) est une conséquence
directe de (i). [ |

Un exemple

0o 0 0 0 0 O 0 2 3 -1 1 0 o 1 % -2 1 0
000 0 0 5 20 4 (00 0 0 5 2 5 [0 0 0 0 5 2
0 2 3 -1 1 of =% fo o 0o 0o o of = o0 0 0 0 0
0 2 3 0 —1 4|™%"=lo 2 3 0 -1 4|3l 2 3 0 -1 4
0 -4 -6 1 5 3 0 -4 -6 1 5 3 0 -4 -6 1 5 3
oo b & I s AR SR S SR
® 000 0o 0o 1000 0o o o ® 000 0 0 0
Liclaz2li 19 0 0 1 -2 4 Paelalg g 0 o 5 2of™stl2lg 0 0 0 5 2
5~ Ls + 4Ly
00 0 -1 7 3 000 -1 7 3 000 0 5 7
A SR A S S SR
©@looo o 5 2 @1 o0 o0 o 1 2 ® 000 o0 1 2
Lacks g 000 0 0 ofL*=sLs|lo 0o 0 0o o0 o™= >s|lg 0 0 0 o0 o0
000 0 5 7 000 0 5 7 000 0 0 5
A B B A S B
- - -
@ 1ooo o 1 2 @1 o0 o0 o 1 2 @1 0000 1 2
aclslg g 0 0 o0 5|fkaeslalo 0 0 0 0 1|&el+ilalg o0 0 0 0 1
000 0 0 0 000 0 0 0 0000 0 0
01 2 0 0 11/5 01 2 000
00 0 1 0 24/5 00 0 1 0 0
C) 00 0 0 1 2/5 ® 00 0010
Li~vLit3Ls g 0 0 0 0 1 LimvLi=%Ls g 0 0 0 0 1
foelot2ls \g g0 00 o) L2~L2=%Li \g 0 0 0 0 0

Ly~ L3 — %L4

Remarque (sur la non unicité d’une chaine d’opérations)

L’algorithme décrit fournit une matrice échelonnée et réduite bien déterminée. On peut faire d’autres choix
d’opérations sur les lignes — parfois plus intelligents selon le contexte — qui peuvent aboutir & d’autres matrices
échelonnées et réduites.

Corollaire (classes d’équivalence de matrices)
Soient m,n € N* et A € My, ., (R).
(i) Il existe une suite d’opérations sur les lignes et sur les colonnes de A qui aboutit ¢ une matrice écrite par

blocs sous la forme
o Ir ‘ Or,nfr
r = (- ) (10)

m—r,r ‘ Om—r,n—r

our €{0,...,min{m,n}} et ou O, désigne la matrice nulle & p lignes et q colonnes.
(it) Il existe r € {0, ..., min{m,n}} et deux matrices inversibles P € M,, (R) et Q € M,, (R) telles que

ot R, désigne la matrice (10).

PREUVE. Les opérations sur les lignes reviennent a multiplier a gauche par une matrice inversible, celles sur
les colonnes reviennent a multiplier & droite par une matrice inversible. Ainsi, il suffit de démontrer (i). On
commence par faire I'agorithme de Gauss qui aboutit & une matrice échelonnée et réduite. Il ne reste plus qu’a
permuter les colonnes convenablement pour obtenir la forme voulue. [ |
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Point de vocabulaire (matrices équivalentes)

On dit que deux matrices A, B € M,, ,, (R) sont équivalentes lorsqu’il existe deux matrices inversibles P €
M, (R) et @ € M, (R) telles que B = PAQ. Le corollaire exprime que tout matrice est équivalente & une
(unique) matrice de la forme (10).

A noter (preuve géométrique)

On peut faire des preuves alternatives du (4) de cette proposition, sans passer par la méthode du pivot. En
voici une, géométrique, instructive. Soit fa : M, 1 (R) = M, 1 (R), X — AX. La matrice A est la matrice
de fa dans les bases canoniques respectives de M, 1 (R) et de My, 1 (R). On note r le rang de fa. Soit
(w1 ..., w,) une base de im (f). Pour chaque j € {1,...,7}, soit v; € fgl (wj;). Le théoreme du rang assure que
la dimension de ker (f4) est n — r. Soit ainsi (v;41,...,v,) une base de ker (f4). On montre facilement que la
famille {v1,...,v,} est libre. Puisqu’elle a n vecteurs, B = (v1,...,v,) est une base de M,, ;1 (R). On complete
enfin (wy ..., w,) en une base C = (w; ..., wy,) de My, 1 (R). Alors, on vérifie aisément que la matrice de fa
dans les bases B et C est la matrice R de la formule (10). La formule de changement de bases du paragraphe (4.4)
montre alors que A et R sont équivalentes.

A noter (unicité du nombre de pivots)

La preuve alternative ci-dessus montre que le nombre r de la formule (11) est le rang de l'application linéaire f4.
Ce nombre est donc déterminé par A : deux matrices de méme taille R, et Ry sont équivalentes si, et seulement
sir=s.

On revient a 'algorithme du pivot de Gauss : le nombre de pivots de I’algorithme est le nombre de colonnes
d’échelonnage définies dans la longue preuve de la proposition “toute matrice s’échelonne et se réduit” du
paragraphe 5.3.5 ; on I’a noté r dans les lignes qui précedent. Ce nombre ne change pas lors des opérations
élémentaires sur les colonnes qui amenent ensuite & la formule (10) : c’est toujours le rang de f4.

Cela montre en particulier que le nombre de pivots sera toujours le méme, quels que soient les choix opérés
lors d’une variante de I’algorithme de Gauss qui, partant de A, aboutit & une matrice échelonnée et réduite par
une suite d’opérations élémentaires sur les lignes. Ce nombre est le rang de A, qui sera compléetement défini au
dernier chapitre du cours.

5.3.6 Résolution des systémes linéaires par la méthode du pivot de Gauss

Définition (matrice augmentée d’un systéme linéaire)

Soient m,n € N*, A € M,,, », (R) et B € M,,, 1 (R). La matrice augmentée du systeme linéaire AX = B est la
matrice de A € My, p4+1 (R) dont les n premiéres colonnes sont celles de A et dont la derniére colonne est le
vecteur-colonne B. On la note

(A]B).

Proposition (invariance des solutions par opérations sur les lignes)

Soient m,n € N*, A, A" € M,,, , (R) et B,B' € M, 1 (R).

(i) S’il existe une opération élémentaire sur les lignes telle que ( A ‘ B ) ~ ( A ‘ B’ ), alors les sytémes
AX = B et A’X = B’ ont le méme ensemble de solutions.

(ii) On ne change pas l'ensemble des solutions d’un systéme linéaire en faisant une suite finie d’opérations
élémentaires sur les lignes.

(iii) Si ( R ‘ S ) est la matrice échelonnée et réduite obtenue a partir de ( A ‘ B ) apres application de
Ualgorithme de Gauss, les systémes linéaires AX = B et RX = S ont le méme ensemble de solutions.
PREUVE.

(i) Soit L € M, (R) la matrice inversible telle que ( A’ | B ) =L x ( A| B ). Alors, A’ =LA et B'= LB
(exercice : vérifier cela en détail). Si X € M, 1 (R) est une solution du systéme AX = B, alors A'X =
LAX = LB = B’, ce qui montre que X est aussi solution du systeme A’X = B’. Inversement, puisque
( A ‘ B ) =Lt x ( A’ ‘ B’ ), le méme raisonnement montre que toute solution de A’X = B’ est aussi
solution de AX = B.

(ii) Procéder par récurrence sur le nombre d’opérations élémentaires.
(iii) L’algorithme de Gauss consiste en une suite finie d’opérations élémentaires sur les lignes. ]
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A noter
Pour que la proposition soit vraie, il importe de ne faire sur la matrice augmentée que des opérations élémentaires
sur les lignes.

Exemples
(i) On re-consideére le systeéme linéaire de 3 équations & 3 inconnues x,y, z suivant :

r+22=23
() z+2y+4z=5
y+2z2=1
On écrit sa matrice augmentée et on lui applique 'algorithme de Gauss, ce qui s’écrit
1 0 213 1 0 013
1 2 415 ~ 0 1 01
01 21 /%00 1]0

Ainsi, le systéme (s) est équivalent au nouveau systeme

r=3
(s)] y=1
z=0

3
ce qui montre que le systéme initial (s) a une unique solution qui est le vecteur-colonne (1) .
0

(ii) On considere le systeme linéaire de 3 équations a 3 inconnues x, y, z suivant :

r+22=3
()4 z+2y+4z=5
y+z2=2
On écrit sa matrice augmentée et on lui applique 'algorithme de Gauss, ce qui s’écrit
1 0 23 1 0 210
1 2 415 ~ 01 1]0
01 112 alg. Gauss 00 0l1
Ainsi, le systeme (s) est équivalent au nouveau systéme
r+22=0
(s)q y+tz=1

0=1

ce qui montre que le systéme initial (s) n’a pas de solution.

(iii) On considere le systeéme linéaire de 3 équations a 3 inconnues z, y, z suivant :

r+2z=3
()¢ z+2y+4z=>5
y+z=1
On écrit sa matrice augmentée et on lui applique 'algorithme de Gauss, ce qui s’écrit
1 0 2|3 1 0 23
1 2 415 ~ 01 1|1
01 11 )%=\ 090 0/0

Ainsi, le systeme (s) est équivalent au nouveau systéme de 2 équations & trois inconnues z, y, z

, r+2z=3
(s){ y+z=1
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ce qui montre que le systéme initial (s) a pour ensemble de solutions

3—2z 3 -2
11—z ],zeR;=[|1]+R| -1
z 0 1
3
Noter en passant que le vecteur [ 1] est une solution (“particuliére”) du systéme, et que systéme homogene
0
—2
associé a pour ensemble de solutions la droite vectorielle de M3 1 (R) engendrée par [ —1 |. Relier cette maniére
1

de voir a la proposition “structure des solutions d’un systéme linéaire avec second membre”.

A noter

La proposition précédente montre que ’algorithme de Gauss permet de ramener efficacement la résolution de
n’importe que systeme linéaire a celle d’un systéme dont la matrice augmentée est échelonnée et réduite. Encore
faut-il savoir se dépétrer de ces derniers. Sur le modele de 'exemple ci-dessus, il est élémentaire de décrire
I’ensemble des solutions d’un systeéme linéaire dont la matrice augmentée est échelonnée et réduite. Sa vacuité
éventuelle se lit immédiatement. Lorsque cet ensemble n’est pas vide, la lecture d’une solution particuliere et
d’une base de I’espace vectoriel des solutions du systeme homogene associé est également immédiate, a condition
de bien savoir faire le lien entre le systéeme linéaire initial d’une part, d’autre part avec la matrice augmentée
échelonnée et réduite obtenue apres application de I'algorithme de Gauss.

5.3.7 Algorithme de calcul de I’inverse d’une matrice inversible

Soient d € N* et A € M4 (R). On fabrique la matrice rectangulaire ( A ‘ Iq ) formée de la concaténation en
ligne de A et de la matrice identité de dimension d. On appelle ici cette nouvelle matrice la matrice suraugmentée
de A — ce vocabulaire n’est pas universel du tout du tout.

Proposition (inversiblité et algorithme de Gauss)

Soient d € N* et A € My (R). La matrice A est inversible si, et seulement si la matrice échelonnée et réduite
obtenue en appliquant ’algorithme de Gauss a la matrice suraugmentée ( A ‘ 1y ) est de la forme ( Iy ‘ B )
ot B € My (R). Dans ces conditions, B = A~1.

PREUVE. La matrice A est inversible si, et seulement si pour tout ¥ € Mg; (R), le systéme linéaire de d
équations a d inconnues AX = Y admet une solution unique X € My 1 (R) ; cette unique solution s’écrit
alors X = A~'Y. Par linéarité, cet énoncé reste valide en remplacant Y par un vecteur arbitraire de la base
canonique de Mg 1 (R) ; on note d; le k° vecteur de ladite base canonique. Ainsi, la matrice A est inversible
si, et seulement si pour tout k € {1,...,d}, le systéme linéaire AX = &y admet une unique solution, qui s’écrit
alors Xj, = A716,. Autrement dit, la matrice A est inversible si, et seulement si pour tout k, application de
I’algorithme de Gauss a la matrice augmentée ( A ‘ Ok ) aboutit & une matrice échelonnée et réduite de la forme
( I ‘ X ) ou Xj, € My1 (R). Puisque l'algorithme de Gauss appliqué & n’importe quelle matrice augmentée
de la forme ( A ‘ B ) ou B € Mg 1 (R) n'est guidé que par les coefficients de A, on peut regrouper l'écriture
des algorithmes de Gauss appliqués aux d matrices augmentées ( A ‘ Ok ) en un seul algorithme appliqué a la
matrice suraugmentée ( A ‘ I ) On obtient ainsi 'assertion : la matrice A est inversible si, et seulement si
I’application de 'algorithme de Gauss & la matrice suraugmentée ( A ‘ Iy ) aboutit a une matrice échelonnée
et réduite de la forme ( Iy | B ) olt B € M4 (R). Dans ces conditions, pour tout k € {1,...,d}, la k® colonne
de B est le vecteur-colonne X, unique solution du systeme linéaire AX = §, ; autrement dit, B = A~! puisque
X, = A718, = Béy, pour tout k. [ |

5.4 Les attendus du chapitre

Lire tout le chapitre en détail, s’assurer de tout comprendre y compris les exemples, sans laisser de zone d’ombre.

Comprendre ce qu’est un systéme linéaire.
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Savoir écrire un systeme linéaire sous forme compacte AX = B. Inversement, savoir reconnaitre un systéme
linéaire dans une équation linéaire matricielle AX = B ou A est une matrice, B un vecteur-colonne et X le
vecteur-colonne inconnu, tous de tailles adaptées.

Savoir ce qu’est le systeme linéaire homogéne associé a un systéme linéaire quelconque.

Savoir interpréter ’ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene en termes géométriques, a savoir une
intersection d’autant d’hyperplans (vectoriels) qu'’il y a d’équations.

Retenir I’énoncé qui précise la structure de I’ensemble des solutions d’un systéme linéaire. Savoir exprimer ce
résultat sous la forme du slogan : la solution générale d’un systeme linéaire avec second membre est la somme
d’une solution particuliere et de la solution générale du systéme homogéne associé. S’assurer de comprendre
avec exactitude tous les recoins du sens de ce slogan, en termes d’ensembles de solutions.

Savoir résoudre des systémes tres simples de facon élémentaire voire naive —y compris par méthode de substitu-
tion. Avant de se lancer dans un algorithme du pivot de Gauss en bonne et due forme, lever la téte un instant
et s’assurer que des moyens élémentaires de résolution ne sont pas plus efficaces.

Savoir associer a un systéme linéaire sa matrice des coefficients, sa matrice du second membre et sa matrice
augmentée. Inversement, savoir associer un systeme linéaire a une matrice augmentée.

Savoir décrire et reconnaltre une matrice échelonnée et une matrice échelonnée et réduite.

Savoir décrire I'algorithme du pivot de Gauss sur les matrices par le formalisme des trois opérations élémentaires
sur les lignes L; ~ L; +alLj, L; ~ aL; et L; <+ Lj.

Savoir résoudre un systeme linéaire a ’aide de ’algorithme du pivot de Gauss, en mesurant le fait que c’est
une méthode générale, algorithmiquement efficace — tous les ordinateurs sont programmés pour utiliser cette
méthode, éventuellement améliorée par quelques variantes. En particulier, apres lecture directe de la matrice
échelonnée et réduite obtenue, savoir — c¢’est un point délicat :

- décrire une base de I'espace vectoriel des solutions du systéme linéaire homogeéne associé ;

- reconnaitre si I’ensemble des solutions est vide et, dans le cas contraire, en donner une solution (“particuliere”).

Bien garder a I’esprit le lien entre la suite des matrices successives obtenues par opérations sur les lignes et les
ré-écritures successives du systeme initial. Cela intervient notamment dans la lecture de la matrice échelonnée
et réduite obtenue in fine.

Ne pas se contenter de savoir pratiquer l'algorithme du pivot sur des exemples simples, mais comprendre et
s’approprier les résultats et les preuves du cas général.

Bien comprendre en quoi effectuer une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice revient a multiplier
cette matrice a gauche par une matrice inversible. Bien comprendre aussi en quoi effectuer une opération
élémentaire sur les colonnes d’une matrice revient a multiplier cette matrice a droite par une matrice inversible.

Retenir ’énoncé sur les classes d’équivalence de matrices. Ce résultat a I'importance théorique avérée trouvera
une résonnance naturelle dans le dernier chapitre sur le rang.

Savoir utiliser ’algorithme du pivot de Gauss pour reconnaitre une matrice inversible et, dans ce cas, pour
calculer son inverse.
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6 Rang

6.1 Rang d’une application linéaire

On a déja défini le rang d’une application linéaire comme étant la dimension de son image. En particulier, le
rang d’un isomorphisme entre deux espaces vectoriels de dimension finie d est d.

Proposition (les isomorphismes ne modifient pas le rang)
Soit f : V. — W une application linéaire. Sip € Aut(V) et ¢ € Aut(W) sont des applications linéaires bijectives,
alors

rg(qo fop)=rg(f).

PREUVE. D’abord, puisque p est une application linéaire bijective, im (go f op) = im (g o f) — les détails de
cette double inclusion sont laissés en exercice. Il suffit donc de montrer que rg (g o f) =rg(f). On note r le rang
de f. Soit (wj...,w,) une base de im (f). Alors, puisque ¢ est une application linéaire bijective, on montre
aisément que la famille {q (w1),...,q (w,)} est libre et qu’elle engendre im (g o f) : elle en forme une base. M

6.2 Rang d’une matrice

Définition (rang d’une matrice)
Soient m,n € N*. Si A € My, ., (R), le rang de A est le rang de I’application linéaire qu’elle représente dans les
bases canoniques de M,, 1 (R) et de M,,, 1 (R). Autrement dit, c’est le rang de I’application linéaire

fA : Mn,l (R) — Mm71 (R)

X s AX. (12)

Proposition (le rang d’une matrice est le rang de n’importe quelle application linéaire qu’elle
représente)

Soient m,n € N* et A € M, », (R). Sl existe deux espaces vectoriels réels V et W de dimensions respectives
n et m, une base By de V, une base By de W et une application linéaire f :V — W telle que

A= Ma’th,BW (f) ’

alors rg (A) =rg (f).

PREUVE. On note respectivement C,, et C, les bases canoniques de M,, 1 (R) et de M, 1 (R). Soit p :
M, 1 (R) — V Dapplication linéaire qui envoie la base C,, sur la base By — autrement dit, p envoie le vecteur
colonne X sur le vecteur de V' dont les coordonnées dans la base By sont les composantes de X. De méme, soit
q: Mp 1 (R) — W Papplication linéaire qui envoie la base C,, sur la base Byy. Puisqu’elles envoient une base sur
une base, p et g sont des isomorphismes. Par définition de Matp,, 5, (f), on a la relation f4 = ¢='o fop. Alors,
rg (A) =g (fa) =rg(f) selon la proposition “les isomorphismes ne modifient pas le rang” du paragraphe 6.1.
|

Proposition (les matrices équivalentes sont les matrices de méme rang)
Soient m,n € N* et A,B € M, (R). Alors, A et B sont équivalentes si, et seulement si elles ont le méme
rang.

PREUVE. Pour tout r € {1,...,min{m,n}}, on note

_ 17' ‘ O'r‘,n—r .
v - (- ): (13)

m—r,r ‘ Omfr.,nfr

Pécriture de fr, montre directement que rg(R,) = r. La proposition “classes d’équivalences de matrices” du
paragraphe 5.3.5 montre alors que toute matrice de rang r est équivalente a la matrice R,.. Ainsi, si A et B sont
équivalentes, elles sont toutes les deux équivalentes a une méme R, et donc ont le méme rang r. Inversement, si
A et B ont le méme rang r, elles sont toutes les deux équivalentes a R, et sont donc équivalentes entre elles. B

A noter
Deux matrices sont équivalentes si, et seulement si elles représentent la méme application linéaire dans des bases
adaptées — cela se voit en interprétant les matrices comme des applications linéaires. La proposition “le rang
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d’une matrice est le rang de n’importe application linéaire qu’elle représente” fournit ainsi une autre preuve de
la proposition “les matrices équivalentes sont les matrices de méme rang”.

Définition (transposée d’une matrice)
Soient m,n € N* et A= (4i;),cicpmi<jcn € Mmmn (R). La transposée de A est la matrice

A= (Aj,i)gjgn,lgigm € My (R)

En particulier, la transposée d’un vecteur-colonne est un vecteur-ligne et inversement.

Proposition (propriétés opératoires de la transposition)
Soient m,n,p e N*, z € R, A,B € My, , (R), C € M, , (R) et P € M,, (R), inversible. Alors,

"A+B)="A+'B, "(zA) =24, "(AxC)=1CxA.

En outre, 'P est encore inversible et
tpy—1 _ tip—1
(P) ="(P71).

PREUVE. Pour les trois premiers énoncés : exercice, c’est élémentaire. Pour le dernier, soit Q = P~!. On
transpose la relation PQ = I,,,, ce qui fournit 'Q'P = I,,,. Cela montre & la fois que ‘P est inversible et que son
inverse est "P~1. Noter en passant qu’on a utilisé ici la proposition “un inverse d’'un co6té est un inverse tout
court” du paragraphe 4.3. [ |

Corollaire (rang de la transposée)
Une matrice et sa transposée ont le méme rang.

PREUVE. Soient m,n € N* et A € M,, , (R). On note r = rg (A4). On note RI™™ ¢ M. (R) la matrice de
la formule (13) ci-dessus, en en spécifiant le nombre de lignes et le nombre de colonnes en exposant. D’apres
la proposition “classes d’équivalence de matrices” du paragraphe 5.3.5, soient P € M,, (R) et Q@ € M,, (R),

t
inversibles, telles que A = PRg-m’n)Q. Alors, 'P et 'Q sont encore inversibles et ‘A = Q x R,(-m’n) x P =
'Q x R"™™ % 'P, ce qui montre que le rang de ‘A est encore 7. [

Proposition (voir le rang d’une matrice sur ses sous-matrices inversibles)
Le rang d’une matrice est la dimension d’une sous-matrice carrée inversible de taille maximale.

PREUVE.  Soient A = (Ai;)icicpnicjcn € Mmn (R) et r son rang. (i) Puisque les colonnes de A sont
dans l'image de fa (voir (12) pour une définition de f4), r d’entre elles forment une base de im (f4) : soit
(Ciyy ..., C5.) un r-uplet de colonnes qui forment une base de im (f4). Alors, la matrice extraite (m lignes,
r colonnes) dont les colonnes sont dans cet ordre Cj,,...,C; est encore de rang r. Sa transposée est donc
également de rang r. Soient donc (Lj,,...,L; ) un r-uplet de lignes de cette matrice de M,,, (R) dont les
transposées forment une base de im (fi4). Alors, la matrice carrée (Ai, j,) <y o<, € My (R) a des lignes toutes
indépendantes : elle est de rang 7, donc inversible. (ii) Inversement, si A a une sous-matrice carrée inversible
de dimension d, alors les d colonnes de A qui correspondent aux colonnes de cette sous-matrice forment une
famille libre contenue dans im (f4). Donc d <. [ |

6.3 Rang d’une famille de vecteurs

Définition (rang d’une famille de vecteurs)
Soient V' un espace vectoriel réel et vy,...,v, € V. Le rang de la famille {v1,...,v,} est la dimension du
sous-espace qu’elle engendre :

rg (v1,...,v,) = dimg Vect {v1,...,v,}.

Proposition
(i) Le rang d’une famille de vecteur est le cardinal d’une sous-famille libre mazimale.

(i) Le rang d’une famille de vecteur est le cardinal d’une sous-famille génératrice minimale du sous-espace
qu’elle engendre.

(iii) Le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses vecteurs-colonne.
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(iv) Le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses vecteurs-ligne.

PREUVE. (i) et (i) récoulent immédiatement de la définition de la dimension. (i) vient de la définition du
rang d’une matrice A comme étant la dimension de 'image de f4 (voir (12)) qui est engendrée par les vecteurs-
colonnes de A. (iv) est une conséquence de (i) et du fait qu'une matrice a le méme rang que sa transposée.
|

6.4 Rang d’un systéme linéaire (homogene)

Définition (rang d’un systéme linéaire)
Soient m,n € N*, A € M,,,, R) et B € M, 1 (R). Le rang du systéme linéaire écrit sous forme compacte
AX = B est le rang de A.

Proposition (le rang d’un systéme linéaire est le rang de ses équations)
Soient m,n € N*. Soient {1,... 4, une famille de formes linéaires sur R™ et (by,...,by) € R™. Le rang du
systeme linéaire

61 (xl,...,xn) = b1

62 (5617...,17”) = b2

by (T1,. . Tpn) = by
est le rang de la famille de vecteurs {{1,... Ly} dans lespace dual (R™)* = Hom (R", R).

PREUVE. C’est une paraphrase de la définition du rang d’un systeme et du fait que le rang d’une matrice est
le rang de la famille de ses vecteurs-ligne. [ ]

Proposition (le rang est le nombre de pivots)
Le rang d’un systéme linéaire est le nombre de pivots qui apparaissent lors de l'application de I’algorithme du
pivot de Gauss.

PREUVE. Si A est la matrice du systéme, le nombre de pivots est le rang de Papplication linéaire f4 (voir le
dernier “A noter” du paragraphe 5.3.5), c’est-a-dire le rang de A. u

Proposition (dimension de ’espace des solutions d’un systéme homogéne)
La dimension de l’espace vectoriel des solutions d’un systéme linéaire homogene est le nombre de ses inconnues
auquel on soustrait le rang du systéeme.

PREUVE. Soient m,n € N* et A € M,,,, (R). Lénoncé stipule que la dimension de 'espace vectoriel des
solutions du systéme linéaire homogene AX = O,,, est n —rg (A). C’est le théoreme du rang, puisque I'espace
de ces solutions est le noyau de f4. [ |

Proposition (compatibilité d’un systéme linéaire avec second membre)
Un systeme linéaire avec second membre admet au moins une solution si, et seulement si son rang est aussi le
rang de sa matrice augmentée.

Autrement dit, si un systeme linéaire s’écrit AX = B sous forme compacte, son ensemble de solutions est non
vide si, et seulement si

rg(A)=1g( A|B ).
Cette égalité est parfois appelée condition de Rouché-Fontené™.

PREUVE. 1l suffit de montrer la proposition dans le cas ou ( A ‘ B ) est une matrice échelonnée et réduite
puisque le rang de A et le rang de ( A ‘ B ) ne changent pas lors de 'application de I’algorithme du pivot de
Gauss. Dans ces conditions, la matrice augmentée du systeme s’écrit sous la forme

(o1e)

“Eugene Rouché, 1832 — 1910 et Georges Fontené, 1848 — 1923.
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ol  est un vecteur colonne et C' un vecteur colonne nul ou de la forme | . |. Le systeme admet alors une
0

solution si, et seulement si C' est nul, ce qui équivaut & I'égalité des rangs de A et de ( A | B ). [ |

6.5 Les attendus du chapitre
Lire tout le chapitre en détail, s’assurer de tout comprendre y compris les exemples, sans laisser de zone d’ombre.

Ne pas considérer ce chapitre comme secondaire. Bien au contraire, le rang est une notion fondamentale, tant
d’un point de vue opératoire que sur le plan théorique.

Bien connaitre les définitions des diverses notions de rang et savoir les relier entre elles. C’est cette diversité de
points de vues qui en font la richesse.

Reconnaitre les énoncés opératoires qui permettent le calcul effectif du rang.

Relire tous les matins ’ensemble de tous ces chapitres qui fondent ’algebre linéaire. S’assurer de ne pas en
perdre un miette et de savoir faire tous les exercices des listes travaillées en TD et des énoncés d’examens
passés et, surtout, a venir. Se régaler a inventer des exercices et a les résoudre. Prendre golt a ce paysage
mathématique — et aussi aux autres. S’assurer de savoir raconter le détail de cet enthousiasme avec rigueur et
avec une justesse d’argumentation sans faille, méme a trois heures du matin avec trente-neuf degrés de fievre.
Alors, et seulement alors, cueillir le fruit si gratifiant du lourd travail fourni et en jouir sans retenue.

Fin du cours
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