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Introduction

L’objet de ce travail s’inscrit dans l’étude locale des quotients de variétés algébriques complexes lisses
de dimension trois par des groupes finis d’automorphismes, c’est-à-dire des quotients C3/G où G est un
sous-groupe fini de GL(3,C).

Le cas de la dimension deux a été largement étudié (Du Val, Brieskorn et beaucoup d’autres encore),
en relation avec la géométrie de la désingularisation minimale des quotients de C2 par les sous-groupes finis
de GL(2,C), et la notion de singularité rationnelle.

Le cas de la dimension trois est moins bien connu, en particulier parce que la notion de résolution
minimale est moins bien comprise. Cependant, elle trouve un regain d’intérêt vu les progrès récents dans la
classification birationnelle des variétés algébriques de dimension trois.

En s’inspirant au départ d’une idée de Brieskorn ([B]), on décrit pour chaque quotient C3/G une variété
algébrique quasi-projective XG n’ayant que des singularités toriques simpliciales, et un morphisme propre et
birationnel f : XG → C3/G qui soit un isomorphisme au dessus du lieu des points lisses de C3/G (théorème
du chapitre 2). On dit qu’une variété a une singularité torique simpliciale en un point lorsque son germe
analytique en ce point est isomorphe au germe à l’origine d’une variété torique affine dont le cône des sous-
groupes à un paramètre (ou le cône des caractères) est engendré par un simplexe de dimension maximale.
L’intérêt d’un tel modèle réside dans la simplicité de telles singularités, qui ont une description combinatoire
bien connue, et dont on sait explicitement calculer des modèles à singularités canoniques ou terminales ([R]),
et des désingularisations (par exemple [K.K.M.S.] ou [D]).

La méthode employée est la suivante. Dans le cas général (celui des groupes dont les orbites dans
P2(C) ont toutes au moins quatre points), on éclate d’abord l’origine de C3, puis les transformées strictes
des droites de C3 dont les groupes d’isotropie ne sont pas abéliens. Le quotient de la variété quasi-projective
ainsi obtenue par l’action induite du groupe répond au problème.

Le chapitre 1 rassemble des résultats connus et fréquemment utilisés ici concernant l’action d’un groupe
fini d’automorphismes sur une variété quasi-projective lisse. Le chapitre 2 établit le modèle (XG, f) tandis
que le chapitre 3 indique comment calculer ses singularités. Enfin, en s’appuyant sur une classification des
sous-groupes finis de PGL(3,C) par Miller, Blichfeldt et Dickson ([M.B.D]), on calcule au chapitre 4 les
sous-groupes d’isotropie de l’action de ces groupes sur P2(C), étape indispensable au calcul des singularités
du modèle décrit. Dans un appendice autonome, on montre comment déduire les singularités-quotient
terminales de dimension trois de l’étude des variétés toriques simpliciales.

Dans tout ce texte, une singularité-quotient de dimension n est un germe analytique à l’origine de l’espace
V/G des orbites d’un espace vectoriel complexe V de dimension n sous l’action naturelle d’un sous-groupe
fini de GL(n,C).
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Télécopie: 72 72 84 80. E. mail: pouyanne@umpa.ens-lyon.fr

1



1. Action d’un groupe fini d’automorphismes sur une variété quasi-projective lisse.

1.1 Variété quotient.

Les propositions suivantes sont bien connues:

Proposition 1. Soient X une variété algébrique quasi-projective lisse et G un groupe fini d’auto-
morphismes de X. L’espace des orbites X/G est muni d’une structure de variété algébrique quasi-projective,
et le morphisme canonique X → X/G est fini.

Dans la situation de cette proposition, on notera x l’image dans X/G de tout élément x de X , et TxX
l’espace tangent à X en x. On notera aussi Gx le groupe d’isotropie {g ∈ G; gx = x} de x.

Proposition 2. Pour tout point (fermé) x de X , l’action de Gx sur X induit une action de Gx sur
TxX , et les germes analytiques (X/G, x) et (TxX/Gx, 0) sont isomorphes.

Elément de preuve: la conclusion étant locale, on peut supposer que X est affine (G est fini). Alors, l’action
de Gx sur X permet de définir un Gx-morphisme X → TxX , et le Gx-diagramme commutatif ci-dessous,
dans lequel les flèches horizontales sont des morphismes étales en x et x respectivement, envoyant x sur 0 et
x sur 0 respectivement.

X → TxX
↓ ↓

X/G → TxX/Gx

Pour plus de précisions, cf. [Sl].

Remarque. Si un groupe G agit sur deux variétés algébriques X et Y , un morphisme G-équivariant
X → Y sera dit G-morphisme. On parlera de même de G-diagramme commutatif et de G-suite exacte

lorsque tous les morphismes seront équivariants.

1.2 Lieu singulier d’une singularité-quotient de dimension trois.

Soient V un espace vectoriel complexe de dimension trois, G un sous-groupe fini de GL(V ), et π : V →
V/G la surjection canonique. On appelle origine de V/G l’image par π de l’origine de V .

Le théorème de Chevalley [Ch] affirme que V/G est lisse si et seulement si G est engendré par ses pseudo-
réflexions (une pseudo-réflexion est un élément de GL(V ) admettant 1 pour valeur propre de multiplicité
deux). Un tel groupe sera dit de réflexions. On en déduit à l’aide de la proposition 2 ci-dessus que les points
singuliers de V/G sont les images par π des points de V dont les groupes d’isotropie ne sont pas des groupes
de réflexions. Le lieu singulier de V/G - s’il n’est pas réduit à l’origine - est donc une réunion de courbes
rationnelles passant par l’origine de V/G, lisses (car normales) et disjointes hors de celle-ci. En outre, si
x ∈ V \ {0}, le germe analytique (V/G, x) est isomorphe à un produit local

(
C×W/Γ, (0, 0)

)
où W est un

plan complexe et Γ un sous-groupe fini (isomorphe à Gx) de GL(Γ). La singularité que l’on cherche à mieux
comprendre est celle de l’origine de V/G.

Remarque. Un sous-groupe de GL(V ) est dit petit lorsqu’il ne contient aucune pseudo-réflexion. Le
germe analytique de V/G à l’origine est isomorphe au germe analytique à l’origine d’un quotient V ′/G′,
où V ′ est un espace vectoriel complexe de dimension trois et G′ un petit sous-groupe fini de GL(V ′) iso-
morphe au quotient de G par le sous-groupe H engendré par ses pseudo-réflexions [Pr]. En effet, V/G
est (algébriquement) isomorphe à (V/H)/(G/H) - le sous-groupe H de G est distingué - et V/H est lisse
(Chevalley).
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1.3 Isotropie abélienne et variété torique simpliciale.

On appelle variété torique affine toute variété affine Xσ = SpecC[σ ∩M ], où M est un réseau et σ un
cône polyédral de M ⊗ZQ. Lorsque σ est engendré par un simplexe de M ⊗Z Q de dimension maximale, Xσ

est dite variété torique simpliciale. On dit qu’une variété algébrique quasi-projective a en un point (fermé) x
une singularité torique (resp. une singularité torique simpliciale) si son germe analytique en x est isomorphe
au germe analytique à l’origine d’une variété torique affine (resp. simpliciale).

Il est bien connu (cf. par exemple [K.K.M.S.] ou l’appendice) qu’une variété algébrique affine est une
variété torique simpliciale si, et seulement si c’est une variété quotient V/G où V est un espace vectoriel
complexe, et G un sous-groupe abélien fini de GL(V ). D’autre part, il est prouvé dans [Pr] que deux
petits sous-groupes finis de GL(V ) définissent des singularités-quotient isomorphes si, et seulement s’ils sont
conjugués. D’après la proposition 2 ci-dessus, on en déduit le lemme suivant.

Lemme. Soit X une variété algébrique quasi-projective complexe lisse, x un point (fermé) de X , et G
un groupe fini d’automorphismes de X . Alors, X/G a en x une singularité torique simpliciale si, et seulement
si le quotient du groupe d’isotropie Gx par le sous-groupe engendré par ses pseudo-réflexions (dans TxX) est
abélien.

Remarque. Soit X = Spec (A) une variété torique affine non simpliciale. Alors, le germe analytique à
l’origine de X n’est pas isomorphe à une singularité-quotient.

En effet, le groupe des classes de diviseurs C(A) contient des éléments d’ordre infini (il est de torsion

si, et seulement si X est une variété torique simpliciale) et, en notant Â le complété de A à l’origine,

l’homomorphisme canonique i : C(A)→ C(Â) est injectif ([Bk], page 215).

D’autre part, si G est un sous-groupe fini de GL(n,C), si Ŝ est le complété de S = C[X1, ..., Xn] et ŜG

l’algèbre des invariants de Ŝ sous l’action de G, le groupe C(ŜG) est de torsion (si I est un idéal premier

de hauteur un de ŜG, et si f est un générateur de l’idéal principal I · Ŝ de Ŝ, alors I |G| est engendré par∏
g∈G g · f).

2. Construction du modèle à singularités toriques.

Dans tout ce chapitre, V désigne un espace vectoriel complexe de dimension trois, G un petit sous-groupe
fini de GL(V ), V la variété-quotient V/G et π : V → V la surjection canonique.

2.1 Action sur l’éclaté de l’origine de V .

Soit σ0 : B0 → V l’ éclatement de l’origine de V . On note E sa fibre exceptionnelle
(
E=̃P(V )

)
et

$ : B0 → E la projection faisant de B0 un fibré en droites sur E
(
c’est le fibré OE(−1)

)
.

L’action de G sur V induit une action de G sur B0, et définit la variété quasi-projective B0 = B0/G.
On note π0 : B0 → B0 la surjection canonique, E l’image de E par π0, et σ0 : B0 → V le morphisme propre
et birationnel induit. La situation est résumée dans le diagramme commutatif ci-dessous.

E ↪→ B0
π0→ B0 ←↩ E

↓ ↓ σ0 ↓ σ0 ↓
{0} ↪→ V

π→ V ←↩ {0}

La restriction de σ0 à B0 \E est un isomorphisme sur V \ {0}.
Définition. Un sous-groupe de GL(V ) est dit réductible lorsqu’il stabilise un sous-espace propre de V .

Sinon, il est dit irréductible.

Proposition 1. Le germe analytique en tout point de B0 est isomorphe à une singularité-quotient par
un sous-groupe réductible de GL(V ).

3



Preuve: soit x ∈ B0. L’application tangente de $ : B0 → E induit la Gx-suite exacte d’espaces vectoriels
complexes

0→ dx → TxB0 → T$(x)E → 0 :

dx est une droite de TxB0, stable sous l’action de Gx. On conclut à l’aide de la proposition 2 du para-
graphe 1.1.

Lemme. Soit E l’ensemble des points de E dont l’image par π0 est sur la transformée stricte d’une
courbe de points singuliers de V . Alors, pour tout x ∈ E \ E , le groupe d’isotropie Gx est cyclique.

Preuve: l’homomorphisme de groupes Gx → GL(dx)=̃C∗, qui à tout élément de Gx associe sa restriction à la
droite Gx-stable dx est injectif si x ∈ E \ E (on note que E est l’ensemble des points de E sur la transformée
stricte par σ0 des droites de V dont les points ont une isotropie non triviale).

Proposition 2. Les points de E en lesquels B0 a une singularité qui n’est pas torique sont en nombre
fini. Ce sont les images par π0 des points de E dont le groupe d’isotropie n’est pas abélien.

Preuve: L’ensemble E du lemme est fini; la première partie de l’assertion en résulte grâce au lemme du
paragraphe 1.3. Si x ∈ E, les pseudo-réflexions de l’action de Gx sur TxB0 sont les homothéties de l’action
de G sur V (regarder l’action de Gx sur T$(x)E; si l’on doute encore, lire le court paragraphe 3.1). Elles
engendrent donc un sous-groupe central de Gx. Ainsi Gx est-il abélien si, et seulement si son quotient par le
sous-groupe engendré par ses pseudo-réflexions l’est. On conclut à l’aide de la remarque du paragraphe 1.2.

La fibre exceptionnelle de σ0 est le quotient de E=̃P(V ) par l’action induite de G. C’est une surface
normale rationnelle, en général singulière.

Remarques. 1- Si V a une singularité isolée, le lemme montre que les singularités de B0 sont toutes des
quotients par des groupes cycliques. La variété XG = B0 et le morphisme birationnel f = σ0 : B0 → V
répondent au problème posé.

2- Il se peut que, même si V n’a pas de singularité isolée, B0 soit un modèle conforme à nos attentes.
C’est le cas, par exemple, pour les sous-groupes imprimitifs * finis de GL(V ), dont l’action sur une orbite à
trois points dans P(V ) induit un homomorphisme surjectif de G sur le groupe des permutations paires de ces
trois points. En effet on vérifie qu’alors, les groupes d’isotropie sont abéliens

(
G est conjugué à un produit

semi-direct interne entre un groupe fini de matrices diagonales et le groupe engendré par T =




1
1

1


).

3- Soit e3 = exp(2iπ/3). Soit G le groupe engendré par




1
e3

e2
3


 et



−1

1
1


, V = C3 et

x = (1 : 0 : 0) ∈ E. Le groupe d’isotropie de x est G tout entier, et B0 a en π0(x) un germe analytique
isomorphe à celui de V à l’origine (le chapitre 3 présente une méthode de calcul des singularités de B0).

Cet exemple montre que le passage au quotient de l’éclaté de l’origine par l’action induite n’améliore
pas nécessairement les singularités de V dans le cas où G est réductible.

2.2 Action d’un groupe réductible sur l’éclaté d’une droite stable.

On suppose que G est réductible, c’est-à-dire qu’il stabilise une droite d de V et (donc) un supplémentaire
W de d dans V . Soit σd : Bd → V l’éclatement de la droite d. L’action de G sur V induit une action sur Bd,
et permet de définir la variété quasi-projective Bd = Bd/G; on note πd : Bd → Bd la surjection canonique.
Cela fournit le diagramme commutatif suivant:

Bd
πd→ Bd

↓ σd ↓ σd

V
π→ V .

* Un sous-groupe fini de GL(V ) est dit imprimitif lorsqu’il admet dans P(V ) une orbite à trois points, et
que toutes ses orbites y ont au moins trois points.
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Le morphisme σd est propre et birationnel. Sa restriction à Bd\σd
−1

(
π(d)

)
est un isomorphisme sur V \π(d).

Proposition. Les singularités de Bd sont toriques simpliciales.

Preuve: si x ∈ σ−1
d (0), il est sur la transformée stricte par σd d’une unique droite de W passant par l’origine

de W . Alors, Gx stabilise le plan W et la dite droite de W : il est abélien.
D’autre part, Bd est G-isomorphe au produit de d par l’éclaté de l’origine de W . On note $2 la

composée de la deuxième projection de ce produit et de la projection sur la fibre exceptionnelle de ce dernier
éclatement.

$2 : Bd → σ−1
d (0)=̃P(W )

Pour tout x ∈ Bd, le groupe d’isotropie Gx est abélien comme sous-groupe du groupe abélien G$2(x). On
conclut à l’aide du lemme du paragraphe 1.3.

Remarques. 1- Le diviseur exceptionnel σd
−1

(
π(d)

)
est le quotient de d×P(W ) par l’action induite de

G. C’est une surface normale et rationnelle, en général singulière.

2- Soient e3 = exp(2iπ/3), G le groupe engendré par




e3

e2
3

e3


, V = C3, d la droite C · (1, 0, 0),

et x le point de σ−1
d (0) sur la transformée stricte de la droite C · (0, 1, 0). Le groupe d’isotropie de x est G

tout entier, et Bd a en πd(x) un germe analytique isomorphe à celui de V à l’origine (le chapitre 3 présente
une méthode de calcul des singularités de Bd).

Cet exemple montre que le passage au quotient de l’éclaté d’une droite stable par l’action induite
n’améliore pas nécessairement les singularités de V dans le cas où G est abélien.

3- Selon le vocabulaire de [K.K.M.S.] et de [D], Bd est quasi-lisse et sans auto-intersection (l’ouvert de
Zariski définissant un plongement toröıdal dans Bd est en général - c’est-à-dire si G est petit et non abélien
- le complémentaire dans Bd de cinq surfaces rationnelles normales irréductibles).

2.3 Construction dans le cas général.

On ne suppose plus G réductible. Comme dans le paragraphe 2.1, soit σ0 : B0 → V l’éclatement de
l’origine de V , E sa fibre exceptionnelle, et $ : B0 → E la projection du fibré en droites B0.

Soit Ω l’ensemble (fini) des points de E dont le groupe d’isotropie n’est pas abélien. Soit τ : Y → E
l’éclatement de centre Ω, et T : X → B0 le relevé de cet éclatement le long du fibré $, selon le diagramme
cartésien

X
T→ B0

↓ $′ ↓ $

Y
τ→ E.

L’éclatement τ étant centré en une réunion d’orbites, il induit une action de G sur X , qui définit la variété
quasi-projective X = X/G. On note π1 : X → X la surjection canonique, T : X → B0 le morphisme propre
et birationnel induit, ϕ = σ0◦T la composée des éclatements σ0 et T , et ϕ = σ0◦T . On obtient le diagramme
commutatif suivant.

X
π1→ X

↓ ϕ ↓ ϕ

V
π→ V

ϕ, propre et birationnel, est un isomorphisme au dessus du lieu lisse de V .

Définitions. Soient X (resp. X ′) une variété algébrique complexe, F (resp. F ′) un fermé de Zariski de
X (resp. X ′). On appelle morphisme local analytique (X, F )→ (X ′, F ′) la donnée:
i) d’un ouvert analytique U (resp. U ′) de X (resp. X ′) contenant F (resp. F ′);
ii) d’une application holomorphe f : U → U ′ telle que f(F ) = F ′.
Si f est biholomorphe, on parle d’isomorphisme local analytique. On dit que les ouverts U et U ′ réalisent le
morphisme local analytique.
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Considérons le diagramme commutatif suivant:
X

π1→ X
↓ T ↓ T

B0
π0→ B0

.

En chaque point du diviseur exceptionnel de T , la situation locale est celle du paragraphe 2.2 en le sens
suivant.

Proposition. Soit ω ∈ Ω; soit dω = $−1(ω) la fibre de B0 au dessus de ω, et Dω = T−1dω la
composante irréductible du diviseur exceptionnel de T dont l’image par T passe par ω. Soit Rω l’unique
(à conjugaison près) sous-groupe réductible et petit de GL(V ) tel que les germes analytiques

(
B0; ω

)
et(

V/Rω, 0
)

soient isomorphes; on note d la droite Rω-stable de V , et D le diviseur exceptionnel de σd : Bd → V

(notations du paragraphe 2.2). On note A l’image de tout sous-ensemble A de B0 (resp. de X) dans B0

(resp. X).
Alors, (X, Dω) est localement analytiquement isomorphe à (Bd/Rω, D), et on a le diagramme commu-

tatif entre morphismes locaux analytiques

(Bd/Rω, D) →̃ (X, Dω)
↓ σd ↓ T

(V/Rω , d) →̃ (B0, dω).

Preuve: i) Soit lω l’image inverse de ω par l’éclatement τ : Y → E; soient W le supplémentaire Rω-stable

de d dans V , et l la fibre exceptionnelle de l’éclatement Ŵ → W de l’origine de W . On a le diagramme
commutatif entre morphismes locaux analytiques suivant:

(Ŵ , l) →̃ (Y, lω)
↓ ↓ τ

(W, 0) →̃ (E, ω).

ii) Les variétés V =̃d×W , B0, Bd=̃d× Ŵ et X sont des fibrés en droites de bases respectives W , E, Ŵ
et Y . Les projections de ces fibrés induisent le diagramme commutatif entre morphismes locaux analytiques
ci-dessous.

(Bd, D) →̃ (X, Dω)
↓ σd ↓ T

(V, d) →̃ (B0, dω)

iii) La droite d étant Rω-stable, on peut trouver des ouverts réalisant les quatre morphismes de ce dernier
diagramme, qui respectent les actions respectives de Rω et Gω. On en déduit le diagramme commutatif entre
morphismes locaux analytiques suivant:

(Bd/Rω, D) →̃ (X/Gω, Dω)
↓ σd ↓

(V/Rω, d) →̃ (B0/Gω, Dω).

iv) Enfin, l’action propre et discontinue de G sur E permet d’assurer l’existence d’un isomorphisme local
analytique entre (X, Dω) et (X/Gω, Dω).

Corollaire. Les singularités de X sont toriques simpliciales.

Preuve: En les points du diviseur exceptionnel de T , la proposition ci-dessus le prouve. Les groupes
d’isotropie des points de X hors du diviseur exceptionnel de T sont abéliens; on conclut à l’aide du lemme
du paragraphe 1.3.

Remarques. i) On peut montrer directement que les groupes d’isotropie des points de X sur le diviseur
exceptionnel de T sont abéliens, ce qui suffit à prouver le corollaire. La proposition fournit en plus le calcul
explicite des singularités de X .

ii) Pour tout ω ∈ Ω, soit Fω =
⋃

ω′∈Ω\{ω} Dω. L’éclatement T : X → B0 induit un morphisme algébrique

(X \ Fω)/Gω → X, étale en tous les points de l’image inverse de Dω.
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iii) Les composantes irréductibles Dω du diviseur exceptionnel de ϕ : X → V sont des surfaces normales
rationnelles, en général singulières.

2.4 Conclusion; obtention du modèle.

Un petit sous-groupe fini G de GL(V ) étant donné, ce qui suit est la description d’un modèle birationnel
f : XG → V de V , dont les singularités soient toriques simpliciales.
• Si G est abélien, V est une variété torique simpliciale: on pose XG = V et f = id.
• Si G est réductible et non abélien, on éclate l’unique droite G-stable d. On pose alors XG = Bd et f = σd

(notations du paragraphe 2.2).
• Enfin si G est irréductible, on éclate l’origine de V . On note encore Ω l’ensemble des points de la fibre
exceptionnelle de cet éclatement dont le groupe d’isotropie n’est pas abélien.

? Si B0 a des singularités toriques simpliciales (i.e si Ω = ∅), on pose XG = B0 et f = σ0 (notations du
paragraphe 2.1).

? Sinon, soit X → B0 l’ éclatement des fibres du fibré B0 au dessus des points de Ω; on pose alors
XG = X et f = ϕ (notations du paragraphe 2.3).

Théorème. f et XG étant ainsi définis, les singularités de XG sont toriques simpliciales et f , propre
et birationnel, est un isomorphisme au dessus du lieu singulier de V .

3. Calcul des singularités du modèle toröıdal.

Soit V = C3 et G un sous-groupe fini de matrices unitaires de GL(3,C) (tout sous-groupe fini de GL(V )
est conjugué à un tel G, et deux groupes conjugués définissent des variétés-quotient isomorphes). Là encore,
lorsqu’il n’y a guère d’ambigüıté, on note X le quotient de toute G-variété X par l’action de G.

3.1 Singularités du quotient de l’éclaté de l’origine.

Soit encore σ0 : B0 → V l’éclatement de l’origine de V , et E sa fibre exceptionnelle.
• Les singularités du quotient B0 hors de la fibre exceptionnelle de σ0 : B0 → V sont celles de V hors

de l’origine. Elles sont décrites au chapitre 1: ce sont les singularités-quotient par les groupes d’isotropie de
l’action de G sur V .

• Pour tout point x de E, la singularité de B0 en x est décrite par l’action de Gx sur l’espace tangent
TxB0, c’est-à-dire par la Gx-suite exacte 0 → dx → TxB0 → TxE → 0. Quitte à conjuguer G, on peut
supposer que x est sur la transformée stricte de la droite C · (1, 0, 0) de V . Alors, le groupe d’isotropie Gx

est l’ensemble des matrices



∗ 0 0
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗


 de G, et la singularité de B0 en x est la singularité-quotient de V

par le groupe

G0
x = {




λ 0 0
0 a/λ c/λ
0 b/λ d/λ


 ,




λ 0 0
0 a c
0 b d


 ∈ Gx}.

Remarque. La fibre exceptionnelle E de σ0 est isomorphe au quotient de P2(C) par l’action induite de
G. Son germe analytique en le point x ci-dessus est isomorphe à la singularité-quotient de C2 par le groupe

{
(

a/λ c/λ
b/λ d/λ

)
,




λ 0 0
0 a c
0 b d


 ∈ Gx}.
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3.2 Singularités du quotient de l’éclaté d’une droite stable.

On suppose que G est réductible et petit. Quitte à le conjuguer à nouveau, on suppose qu’il stabilise la
droite d = C · (1, 0, 0) de V , et son supplémentaire orthogonal W . Soit encore σd : Bd → V l’éclatement de
la droite d, et D=̃C×P1(C) son diviseur exceptionnel.

• Les singularités de Bd hors du diviseur exceptionnel D de σd : Bd → V sont celles de V hors de l’image
de d dans V (notations du paragraphe 2.2).

• On note p : D → γ la deuxième projection de D vu comme produit de d par γ = σd
−1(0)=̃P(W ).

Soit x ∈ D. Quitte à conjuguer G encore une fois, on suppose que x est sur la transformée stricte par σd de
la droite C · (0, 1, 0) de V . Dans ces conditions, le groupe d’isotropie Gp(x) est le sous-groupe des matrices
diagonales de G; si x /∈ γ, l’isotropie Gx est le sous-groupe des matrices de Gp(x) dont le premier élément
diagonal est 1. Les actions respectives de Gx sur d et sur la transformée stricte σ∗

d(W ) montrent que le
germe analytique de Bd en x est isomorphe à la singularité-quotient par le groupe

Gd
x = {




a
b

c/b


 ,




a
b

c


 ∈ Gx}

(on a un Gx-isomorphisme d× σ∗
d(W )→̃Bd et une Gx-suite exacte 0→ lx → Tx

(
σ∗

d(W )
)
→ Tp(x)γ → 0).

Notations. On note Γ le sous-groupe des éléments de G dont la restriction à W est une homothétie et
G1 le sous-groupe des éléments de G dont la restriction à d est triviale. Enfin, si c est une courbe de Bd, on
note c son image par πd.

Lemme. Pour tout x ∈ D, le groupe Gd
x est engendré par ses pseudo-réflexions si, et seulement si

Gx = Γ ∩G1.

Preuve: G étant petit, seuls les éléments de Γ ∩G1 fournissent des pseudo-réflexions de Gd
x.

- On suppose jusqu’à la fin du paragraphe 3.2 que G n’est pas abélien (c’est le cas qui nous intéresse
ici) -

G, comme groupe fini non abélien d’automorphismes de γ=̃P1(C) détermine trois orbites exceptionnelles
sur γ. L’image d’une telle orbite dans Bd sera appelée point exceptionnel. Pour tout x de γ, on note dx et
wx les courbes (isomorphes à C) de D et σ∗

d(W ) respectivement, définies par:
dx = p−1(x);

wx est la courbe irréductible de Bd passant par x dont l′image par σd est une droite de W.

Proposition. i) Hors des sept courbes γ, dx, wx où x est un point exceptionnel, Bd est lisse.

ii) Les points exceptionnels sont des points singuliers de Bd.

iii) Les points non exceptionnels de γ sont des points non singuliers de Bd si, et seulement si Γ ⊆ G1. Leur
réunion est un lieu d’équi-singularité de Bd.

iv) Soit x un point exceptionnel de Bd. Les courbes dx \ {x} et wx \ {x} sont des lieux d’équi-singularité de
Bd. En outre, dx ⊆ Sing (Bd) si, et seulement si G1 ∩ Gx 6⊆ Γ; wx ⊆ Sing (Bd) si, et seulement si 1 est une
racine de x pour un élément non trivial de G.

Preuve: i) Bd \ D est isomorphe à V \ d, donc lisse hors des wx, où x est un point exceptionnel (toute
courbe de points singuliers de V \ d a pour transformée stricte par σd une wx, où x est exceptionnel).

Si x ∈ D \ γ, alors Gx = G1 ∩Gp(x). D’autre part, p(x) est exceptionnel si, et seulement si Gp(x) 6= Γ.
On conclut à l’aide du lemme.

ii) Si x est exceptionnel, Γ est strictement inclus dans Gx. Donc Gx 6= Γ ∩ G1, et le résultat se déduit
du lemme.

iii) Soit x ∈ γ non exceptionnel. Alors Gx = Γ; là encore, c’est le lemme qui intervient.

iv) ∀y ∈ dx \ {x}, Gy = G1 ∩Gx. D’où la première équivalence grâce au lemme. La seconde se lit déjà
en termes de l’action de G sur V .
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Remarques. 1- Γ est un groupe cyclique (l’homomorphisme de groupes Γ→ C∗,




λ
µ

µ


 7→ µ est

injectif puisque G est petit).
2- Les courbes γ, dx, wx où x est exceptionnel sont lisses et rationnelles (seule γ est projective). Leurs

intersections deux à deux sont transverses, et résumées dans le graphe ci-dessous.

3- Le diviseur exceptionnel D de σd est isomorphe au quotient de d×P(W ) par l’action induite de G.
Il est lisse hors des trois points exceptionnels, et présente en le point x ci-dessus une singularité isomorphe

à la singularité-quotient de C2 par le groupe {
(

a
b/c

)
,




a
b

c


 ∈ Gx}.

3.3 Singularités du modèle XG.

Il reste à traiter le cas où G est irréductible, et où B0 n’a pas que des singularités toriques. La proposition
du paragraphe 2.3 montre que ce calcul se ramène au paragraphe 3.2 ci-dessus en chaque point de σ0

−1(0)
où B0 a une singularité non torique.

3.4 Un exemple.

Dans tout ce paragraphe, on notera [a, b, c] la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont a, b
et c. Soit G le sous-groupe des rotations qui préservent un icosaèdre régulier de R3, vu comme sous-groupe
de SU(3,C).

• L’action naturelle de G sur R3 détermine trois orbites exceptionnelle a, f, s dans P2(R) correspondant
aux milieux des arètes, centres des faces et sommets de l’icosaèdre. Cela est encore vrai sur V , et les
groupes d’isotropie correspondants sont cycliques, conjugués aux groupes engendrés par [1, en, en−1

n ], où
en = exp(2iπ/n) et où n vaut 2, 3 et 5 respectivement. On en déduit que V a trois courbes de points
singuliers ca, cf et cs dont on trouvera un résumé de la position ensembliste dans la figure de la page 11 (ces
courbes étant séparées par l’éclatement σ0, on les représente se coupant transversalement). En n’importe
quel point de ca \ {0} (resp. cf \ {0}, cs \ {0}), V a donc une singularité isomorphe à la singularité-quotient
de V par le groupe cyclique engendré par [1, en, en−1

n ], où n = 2 (resp. n = 3, n = 5).

• On appelle homologie tout élément de GL(V ) ayant une valeur propre de multiplicité deux, et pôle
de G toute image dans P(V ) d’un vecteur propre d’un élément non trivial de G. Les homologies de G
sont exactement ses éléments d’ordre deux, et sont donc toutes conjuguées (G est isomorphe au groupe des
permutations paires à cinq éléments). Leurs droites de pôles doubles ont pour image dans E une courbe c
de points singuliers de B0. De plus, tout point de l’orbite a est fixé par deux homologies dont les droites
de pôles doubles sont distinctes. Le point xa de E correspondant à l’image de a dans B0 est donc un point
double de c. D’autre part, les points des orbites f et s sont des pôles doubles d’homologies de G, rotations
d’ordre deux et d’axes ad hoc orthogonaux aux droites associées: les images xf et xs de f et s dans B0 sont
aussi deux points de c.

En plus des orbites a, f et s “réelles”, G détermine deux orbites exceptionnelles: les pôles non réels des
rotations d’ordre trois et cinq. Les ordres de leurs groupes d’isotropie sont impairs: leurs images x3 et x5

dans E sont hors de c.
On trouvera dans le dessin de la page 11 un résumé des positions ensemblistes des composantes

irréductibles du lieu singulier de B0, et de la fibre exceptionnelle E.
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En tout point de c hors de xa, xf et xs, B0 a une singularité isomorphe à la singularité-quotient de
V par le groupe cyclique engendré par [1,−1,−1]. En xa, B0 a une singularité isomorphe à la singularité-

quotient de V par le groupe abélien (isomorphe à
(
Z/2Z

)2
) engendré par [1,−1,−1] et [−1,−1, 1]. En x3

(resp. x5), B0 a une singularité isomorphe à la singularité-quotient de V par le groupe cyclique engendré
par [en, e2

n, en−2
n ], où n = 3 (resp. n = 5).

Toutes les singularités ci-dessus sont toriques simpliciales. En revanche, ce n’est pas le cas des singularités
de B0 en xf et xs: en xf , B0 a une singularité isomorphe à la singularité-quotient de V par le groupe Gf

(isomorphe au groupe des permutations à trois éléments) engendré par




1
e3

e2
3


 et



−1

1
1


; en

xs, B0 a une singularité isomorphe à la singularité-quotient de V par le groupe Gs (isomorphe au groupe

diédral d’ordre dix) engendré par




1
e5

e4
5


 et



−1

1
1


.

• Il reste donc à étudier les singularités du quotient de l’éclaté de la droite stable par ces deux derniers
groupes.

-Cas de l’orbite f . En conservant les notations du paragraphe 2.3, G1 est le groupe engendré par


1
e3

e2
3


 et Γ est trivial. On calcule aisément les trois orbites exceptionnelles de l’action sur γ. On

résume dans le dessin ci-dessous les positions ensemblistes du diviseur exceptionnel D de σd, de la transformée
stricte de W , et des composantes irréductibles du lieu singulier de Bd/Gf .

En tout point de dx1
(resp. en tout point de wx3

; en x2), Bd/Gf a une singularité isomorphe à la singularité-
quotient de V par le groupe cyclique engendré par [1, e3, e3] (resp. [1,−1,−1]; [−1,−1,−1]).

-Cas de l’orbite s. On obtient un résultat analogue: même dessin, avec les singularités suivantes.

En tout point de dx1
(resp. en tout point de wx3

; en x2), Bd/Gs a une singularité isomorphe à la singularité-
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quotient de V par le groupe cyclique engendré par [1, e5, e
2
5] (resp. [1,−1,−1]; [−1,−1,−1]).

-On résume dans le dessin ci-dessous les positions ensemblistes des composantes irréductibles des di-
viseurs exceptionnels de σ0 et de f , ainsi que du lieu singulier des modèles B0 et XG.
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4. Configuration dans P2(C) des sous-groupes finis primitifs de PGL(3;C).

4.1 Sous-groupes finis primitifs de PGL(3;C).

Un sous-groupe fini irréductible de PGL(3;C) (ou de GL(3;C)) est dit primitif si toutes les orbites de
son action sur P2(C) ont au moins quatre points. Sinon, il est dit imprimitif.

Tout sous-groupe fini imprimitif G de GL(3;C) est produit semi-direct entre un groupe abélien et un
sous-groupe transitif du groupe symétrique S3 (une orbite à trois points de P2(C) étant donnée, l’extension
est fournie par l’homomorphisme de groupes G→ S3 de l’action de G sur cette orbite).

Miller, Blichfeldt et Dickson ont dressé dans [M.B.D.] la liste des classes de conjugaison de sous-groupes
primitifs finis de PGL(3;C). Elles sont au nombre de six. Ne sachant établir une telle liste en des termes
plus géométriques - et ce travail reste à faire, à l’image de la classification des sous-groupes finis de SU(2;C)
à partir (Klein) du revêtement double SU(2;C) → SO(3;R) - on la reproduit ci-dessous en donnant, pour
chaque classe, un système de générateurs d’un représentant dans SU(3;C). Le nom de ces groupes et de la
plupart des générateurs exposés sont empruntés à [M.B.D.].

Notations. en = exp(2iπ/n), ρ = e−1
3 (1 − e3)

−1 = 1/
√
−3, µ et µ sont les racines de X2 + X − 1,

a = e4
7 − e3

7, b = e2
7 − e5

7, c = e7 − e6
7, h = (a + b + c)/7 = 1/

√
−7.

I3 =




1
1

1


 , S2 =




1
−1

−1


 , S3 =




1
e3

e2
3


 , S7 =




e7

e2
7

e4
7


 ,

T =




1
1

1


 , V = ρ




1 1 1
1 e3 e2

3

1 e2
3 e3


 , U =




e2
9

e2
9

e5
9


 ,

M =
1

2



−1 µ µ
µ µ −1
µ −1 µ


 , R = h




a b c
b c a
c a b


 , N =



−1

−e2
3

−e3


 .

L’image de ces élément de SL(3;C) dans PGL(3;C) sera notée par la même lettre minuscule. L’image
dans PGL(3;C) d’un sous-groupe G de GL(3;C) sera notée PG. On note enfin Dn le groupe diédral d’ordre
2n, S3 le groupe symétrique d’ordre 6, H8 le groupe quaternionique d’ordre 8, et N : H toute extension
scindée du groupe H par le groupe N .

Liste des groupes finis imprimitifs.

Nom du groupe
linéaire G

Système de
générateurs de G

Ordre
de G

Ordre
de PG

E S3, T, V 108 36

F S3, T, V, UV U−1 216 72

G S3, T, V, U 648 216

H S2, T, M 60 60

I S2, T, M, N 1 080 360

J S7, T, R 168 168

On a la châıne E / F / G, et G est le groupe dit Hessien. Les groupes PH, PI, PJ sont simples,
respectivement isomorphes à A5, A6 et PSL(2;F7). Le groupe H est bien-sûr le groupe de l’icosaèdre de
l’exemple 3.4.
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4.2 Configurations de ces groupes.

Soit G un sous-groupe fini de PGL(3;C) (ou de GL(3;C)). Un pôle de G dans P2(C) est dit pôle
simple s’il est pôle simple d’au moins un élément de G. Sinon, il est dit pôle double de G. Une orbite de
pôles simples (resp. doubles) est dite exceptionnelle (resp. semi-exceptionnelle). La configuration de G est
la donnée de ses pôles dans P2(C).

Un sous-groupe fini de GL(3;C) étant donné, c’est sa configuration qui détermine le lieu singulier du
quotient de l’éclaté de l’origine de C3 sur sa fibre exceptionnelle. L’objet de ce paragraphe est, pour “les six”
sous-groupes primitifs de PGL(3;C), de dresser la liste des orbites exceptionnelles ou semi-exceptionnelles,
et de calculer les groupes d’isotropie qui leur correspondent. Les techniques que j’ai employées pour obtenir
les résultats que j’expose ici bruts utilisent pour l’essentiel les théorèmes de Sylow, les propriétés de la
conjugaison dans un groupe, et des formules combinatoires du type “formule des classes” *.

On appelle forme réduite du groupe d’isotropie d’un vecteur non nul v de C3 tout système de générateurs
de ce groupe écrit dans une base (ordonnée) de C3 dont le premier vecteur est v. Cela concerne la dernière
colonne des tableaux des pages suivantes, et permet de calculer immédiatement les singularités en les points
de la fibre exceptionnelle du quotient de l’éclaté de l’origine de C3 (paragraphe 3.1), ce qui constitue la
première étape dans la connaissance des singularités du modèle XG.

Groupe E.

? Classes de conjugaison dans PE: une classe de neuf éléments d’ordre 2; deux classes de quatre éléments
d’ordre 3 (celles de s3 et s3t); deux classes de neuf éléments d’ordre 4 (celles de v et v3).

? Orbites semi-exceptionnelles: elles sont fournies par l’unique orbite des droites des pôles doubles des
homologies (qui sont les éléments d’ordre 2). Le groupe d’isotropie d’une orbite semi-exceptionnelle a pour

forme réduite le groupe engendré par



−1

1
−1


.

? Orbites exceptionnelles.

Représentant
de l′orbite

Cardinal de
l′orbite

Groupe projectif
d′isotropie

du représentant

Forme réduite
du groupe linéaire d′isotropie

(1, 0, 0) 6 (s3, v
2)=̃S3 e3I3 ;




1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




(1, 1, e3) 6 (s3t, tv
2)=̃S3 e3I3 ;




1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




(0, 1,−1) 9 (v)=̃Z/4Z e3I3 ;




1
e4

e3
4




(1 +
√

3, 1, 1) 9 (v)=̃Z/4Z e3I3 ;




e4

1
e3
4




(1−
√

3, 1, 1) 9 (v)=̃Z/4Z e3I3 ;




e3
4

1
e4




* Soit G un sous-groupe fini de PGL(3;C). On considère l’action naturelle de G sur P2(C). Soient c
l’ordre de G, et r − 1 le nombre d’homologies de G. Soit {p1, .., pd} un système de représentants des orbites
exceptionnelles. Pour chaque i, on note ci l’ordre de Gpi

et ri−1 le nombre d’homologies de Gpi
. En calculant

de deux manières le cardinal de l’ensemble {(g, p) ∈ G×P2(C), g · p = p et g n′est ni 1 ni une homologie},
on obtient la “formule des classes” 3(c− r) =

∑d
i=1

c
ci

(ci − ri).
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Groupe F.
? Classes de conjugaison dans PF: une classe de neuf éléments d’ordre 2; une classe de huit éléments

d’ordre 3; trois classes de dix-huit éléments d’ordre 4 (celles de v, ṽ, vṽ, où ṽ = uvu−1).
? Orbites semi-exceptionnelles: elles sont fournies par l’unique orbite des droites des pôles doubles des

homologies (qui sont les éléments d’ordre 2). Le groupe d’isotropie d’une orbite semi-exceptionnelle a pour

forme réduite le groupe engendré par



−1

1
−1


.

? Orbites exceptionnelles.

Représentant
de l′orbite

Cardinal de
l′orbite

Groupe projectif
d′isotropie

du représentant

Forme réduite
du groupe linéaire d′isotropie

(1, 0, 0) 12 (s3, v
2)=̃S3 e3I3 ;




1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




(0, 1,−1) 9 (v, s3t
2ṽ)=̃H8 e3I3 ;




1
e4

e3
4


 ;




1
e4

e4




(1 +
√

3, 1, 1) 18 (v)=̃Z/4Z e3I3 ;




e4

1
e3
4




U(1 +
√

3, 1, 1) 18 (ṽ)=̃Z/4Z e3I3 ;




e4

1
e3
4




U−1(1 +
√

3, 1, 1) 18 (vṽ)=̃Z/4Z e3I3 ;




e4

1
e3
4



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Groupe G.
? Classes de conjugaison dans PG: une classe de neuf éléments d’ordre 2; une classe de huit éléments

d’ordre 3 (celle de s3); deux classes de douze éléments d’ordre 3 (celles de u et u2); deux classes de vingt-
quatre éléments d’ordre 3 (celles de tu, et tu2); une classe de cinquante-quatre éléments d’ordre 4; deux
classes de trente-six éléments d’ordre 6 (celles de tv2u, et tv2u2).

? Orbites semi-exceptionnelles. Une orbite de neuf droites: les droites des pôles doubles des homologies
d’ordre 2. Le groupe d’isotropie d’une telle orbite semi-exceptionnelle a pour forme réduite le groupe engendré

par



−1

1
−1


. Une orbite de douze droites: les droites des pôles doubles des homologies d’ordre 3.

Le groupe d’isotropie d’une telle orbite semi-exceptionnelle a pour forme réduite le groupe engendré par


e9

e9

e7
9


.

? Orbites exceptionnelles.

Représentant
de l′orbite

Cardinal de
l′orbite

Groupe projectif
d′isotropie

du représentant

Forme réduite
du groupe linéaire d′isotropie

(1, 0, 0) 12
(u, s3, v

2)

=̃
(
Z/3Z

)2
: Z/2Z

e3I3 ;




e9

e9

e7
9







1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




(0, 1,−1) 9
(v, s3t

2ṽ, s2
3u)

=̃D4 : Z/3Z

e3I3 ;




1
ρ 2ρ
ρ −ρ







1
ρ 2e3ρ

e2
3ρ −ρ


 ;




e9

e7
9

e9




(1, e2
9, e

4
9) 72 (tu)=̃Z/3Z e3I3 ;




1
e3

e2
3




(1 +
√

3, 1, 1) 54 (v)=̃Z/4Z e3I3 ;




e4

1
e3
4




(1, 1, 0) 36 (tv2u)=̃Z/6Z e3I3 ;



−e9

e9

−e7
9




15



Groupe H.
? Classes de conjugaison dans PH: une classe de quinze éléments d’ordre 2; une classe de vingt éléments

d’ordre 3; deux classes de douze éléments d’ordre 5 (celles de ts2m et de son carré).
? Orbites semi-exceptionnelles: elles sont fournies par l’unique orbite des droites des pôles doubles des

homologies (qui sont les éléments d’ordre 2). Le groupe d’isotropie d’une orbite semi-exceptionnelle a pour

forme réduite le groupe engendré par



−1

1
−1


.

? Orbites exceptionnelles.

Représentant
de l′orbite

Cardinal de
l′orbite

Groupe projectif
d′isotropie

du représentant

Forme réduite
du groupe linéaire d′isotropie

(1, 0, 0) 15 (s2, ts2t
−1)=̃

(
Z/2Z

)2




1
−1

−1


 ;



−1

1
−1




(1, 1, 1) 10 (t, s3)=̃S3




1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




(µ, 0, 1) 6 (ts2m, ts2t
−1)=̃D5




1
e5

e4
5


 ;



−1

1
1




(1, e3, e
2
3) 20 (t)=̃Z/3Z




e3

1
e2
3




(1, e2
5 − e3

5,−µ) 12 (ts2m)=̃Z/5Z




e5

1
e4
5



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Groupe I.
? Classes de conjugaison dans PI: une classe de quarante-cinq éléments d’ordre 2; deux classes de

quarante éléments d’ordre 3 (celles de t et tmn); une classe de quatre-vingt-dix éléments d’ordre 4 (celle de
ts2n); deux classes de soixante-douze éléments d’ordre 5 (celles de ts2m et de son carré).

? Orbites semi-exceptionnelles: elles sont fournies par l’unique orbite des droites des pôles doubles des
homologies (qui sont les éléments d’ordre 2). Le groupe d’isotropie d’une orbite semi-exceptionnelle a pour

forme réduite le groupe engendré par



−1

1
−1


.

? Orbites exceptionnelles.

Représentant
de l′orbite

Cardinal de
l′orbite

Groupe projectif
d′isotropie

du représentant

Forme réduite
du groupe linéaire d′isotropie

(1, 0, 0) 45 (ts2t
−1, n)=̃D4 e3I3 ;




1
e4

e3
4


 ;



−1

1
1




(1, 1, 1) 60 (t, m)=̃S3 e3I3 ;




1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




v (∗) 60 (tm, n)=̃S3 e3I3 ;




1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




(µ, 0, 1) 36 (ts2m, ts2t
−1)=̃D5 e3I3 ;




1
e5

e4
5


 ;



−1

1
1




(0, e4, e3) 90 (ts2t
−1n)=̃Z/4Z e3I3 ;




e4

1
e3
4




(1, e2
5 − e3

5,−µ) 72 (ts2m)=̃Z/5Z e3I3 ;




e5

1
e4
5




(∗) v est n’importe quel vecteur fixe non nul de TMN .
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Groupe J.
? Classes de conjugaison dans PJ: une classe de vingt et un éléments d’ordre 2; une classe de cinquante-

six éléments d’ordre 3; une classe de quarante-deux éléments d’ordre 4 (celle de ts3
7rs

4
7); deux classes de

vingt-quatre éléments d’ordre 7 (celles de s7 et de s−1
7 ).

? Orbites semi-exceptionnelles: elles sont fournies par l’unique orbite des droites des pôles doubles des
homologies (qui sont les éléments d’ordre 2). Le groupe d’isotropie d’une orbite semi-exceptionnelle a pour

forme réduite le groupe engendré par



−1

1
−1


.

? Orbites exceptionnelles.

Représentant
de l′orbite

Cardinal de
l′orbite

Groupe projectif
d′isotropie

du représentant

Forme réduite
du groupe linéaire d′isotropie

v1 21 (r, ts3
7rs

4
7)=̃D4




1
e4

e3
4


 ;



−1

1
1




v2 28 (t, r)=̃S3




1
e3

e2
3


 ;



−1

1
1




v3 72 (t)=̃Z/3Z




e3

1
e2
3




v4 42 (ts3
7rs

4
7)=̃Z/4Z




e4

1
e3
4




v5 24 (s7)=̃Z/7Z




e7

e2
7

e4
7



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Appendice autonome.

A.1 Variété torique simpliciale.

Soient M un réseau de rang d ≥ 1, et σ un cône simplicial (i.e. engendré par d vecteurs linéairement
indépendants) de MQ = M ⊗Q.

Définitions. On appelle variété torique simpliciale toute variété algébrique affine Xσ = Spec C[σ ∩ M ],
où C[σ ∩M ] est l’algèbre sur C du monöıde σ ∩M . Un vecteur m de M est dit primitif lorsque, parmi les
nombres rationnels r, seuls les entiers vérifient rm ∈ M . Enfin, un vecteur de MQ est dit vecteur extrémal

dans M de σ lorsqu’il est dans M , primitif, et qu’il engendre une arête de σ.

Notations. On note successivement:
NQ le Q-espace vectoriel dual de MQ;
σ̌ le cône (simplicial) de NQ des formes positives ou nulles sur σ;
N le réseau (de rang d) des formes de NQ entières sur M ;
N ′ le sous-réseau (de rang d) de N engendré par les vecteurs extrémaux dans N de σ̌;
M ′ le sur-réseau (de rang d) de M des vecteurs de MQ à valeurs entières sur les formes de N ′.

Bien sûr, les données des couples (M, σ) et (N, σ̌) sont équivalentes par dualité. Si les (ei)1≤i≤d sont les
vecteurs extrémaux dans N de σ̌, on note:

∆ = N ∩ {∑d

i=1 qifi, qi ∈ Q+,
∑d

i=1 qi < 1}, et ∆ = N ∩ {∑d

i=1 qifi, qi ∈ Q+,
∑d

i=1 qi ≤ 1}.
Le théorème suivant établit la condition combinatoire dans le réseau N pour qu’une variété torique

simpliciale ait des singularités canoniques ou terminales (cette condition se généralise à n’importe quelle
variété torique).

Théorème [R1]. Avec les notations ci-dessus, Xσ a des singularités canoniques (resp. terminales) si,
et seulement si ∆ = {0} (resp. ∆ = {0, e1, ..., ed}).

Matrice d’une variété torique simpliciale.
Si Xσ est une variété torique simpliciale, on appelle matrice de Xσ toute matrice dont les vecteurs-

colonne sont les coordonnées des vecteurs extrémaux dans N de σ̌ dans une base de N . Changer de base de
N revient à multiplier à gauche une telle matrice par un élément de GL(d,Z).

Inversement, si P ∈ GL(d,Q) a des coefficients entiers et des vecteurs-colonne primitifs dans Zd, on
associe à P la variété torique simpliciale définie comme ci-dessus par N et σ̌, où N = Zd et où les vecteurs
extrémaux dans N de σ̌ sont les vecteurs-colonne de P .

Toute variété torique simpliciale admet une matrice triangulaire supérieure (toujours à coefficients en-
tiers, inversible dans GL(d,Q) et à vecteurs-colonne primitifs). En effet, (en dimension trois, mais ceci
marche de manière analogue en toute dimension) tout vecteur primitif se complète en une base du réseau; on
obtient ainsi une matrice dont la première colonne est (1, 0, 0). La multiplication à gauche par un élément
de GL(d,Z) permet en particulier d’additionner une ligne à une autre, ou de permuter deux lignes. Si la
deuxième colonne de cette dernière matrice est (a, b, c), il suffit alors d’appliquer l’algorithme d’Euclide au
couple (b, c).

La détermination des variétés toriques simpliciales dont les singularités sont canoniques ou terminales
devient avec le théorème ci-dessus un problème combinatoire, résolu en dimension trois par Ishida et Iwashita.
Ce résultat s’écrit:

Théorème [I.I.]. i) Les variétés toriques simpliciales de dimension trois ayant des singularités cano-
niques sont celles qui admettent pour matrice une de celles de la liste suivante:




1 1 1
0 b d
0 0 e


 ,




1 0 a
0 1 1
0 0 r


 ,




1 0 2
0 1 2m− 1
0 0 4m


 ,




1 0 2
0 1 5
0 0 9


 ,




1 0 5
0 1 3
0 0 14



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où b, d, e ≥ 1; m, r ≥ 2, et a ∈ {1, ..., r − 1}.
ii) Parmi les matrices ci-dessus, seules celles du deuxième type pour lesquelles a∧r = 1 définissent, avec

la matrice triviale, des variétés toriques simpliciales à singularités terminales.

A.2 Singularités-quotient canoniques ou terminales.

On a la proposition bien connue suivante ([K.K.M.S.]).

Proposition. Une variété algébrique affine complexe X de dimension d ≥ 1 est une variété torique
simpliciale si, et seulement si X est une variété-quotient Cd/G, où G est un sous-groupe abélien fini de
GL(d,C).

Elément de preuve: i) soit G un sous-groupe fini de matrices diagonales de GL(d,C). Il agit sur les monômes
xm de A = C[x±1

1 , ..., x±1
d ]. L’algèbre d’invariants C[x1, ..., xd]

G est égale à l’algèbre du monöıde σ ∩M , où
M est le sous-réseau {m ∈ Zd, xm ∈ AG} de Zd et σ le cône simplicial (Q+)d de MQ = Qd.

ii) Soit Xσ une variété torique simpliciale (avec les notations précédentes) et γ l’ordre de N/N ′. La
dualité N×M ′ → µγ , (n, m) 7→ exp(2iπ〈m, n〉) induit une action linéaire et homogène de N/N ′ sur l’algèbre
de polynômes C[σ ∩M ′], dont l’algèbre des invariants est C[σ ∩M ].

Notations. Si n est un vecteur de Qd, on note g(n) la matrice diagonale d’ordre fini dont les éléments
diagonaux sont (ea1

D , ..., ead

D ), où n = 1
D

(a1, ..., ad), (D, a1, ..., ad) ∈ Zd+1.

Si g est une matrice diagonale d’ordre fini, on note n(g) le vecteur 1
D

(a1, ..., ad) de Qd, où (ea1

D , ..., ead

D )
sont les éléments diagonaux de g, D ≥ 1, 0 ≤ ai ≤ D − 1.

Si G est un groupe fini de matrices diagonales de GL(d,C), on note R(G) le sur-réseau (de rang d) de
Zd engendré par Zd et les n(g), g ∈ G. Si P ∈ GL(d,C) a des coefficients entiers, on note r(P ) le sous-réseau
(de rang d) de Zd engendré par les vecteurs-colonne de P .

La proposition suivante précise le calcul de l’écriture d’une variété torique simpliciale comme variété-
quotient, et vice-versa.

Proposition. i)Soit G un petit sous-groupe fini de matrices diagonales de GL(d,C). La matrice dont
les vecteurs-colonne sont les coordonnées de la base canonique de Zd dans n’importe quelle base de R(G) est
une matrice de la variété torique simpliciale Cd/G.

ii)Soit P une matrice d’une variété torique simpliciale X . Le quotient de Cd par le groupe des g(n), où
n parcours les coordonnées des vecteurs de Zd dans la base de r(P ) formée des vecteurs-colonne de P , est
isomorphe à X .

Preuve: i) D’après la proposition précédente, Cd/G est une variété torique simpliciale. Le choix d’une base
de N ′ permet de poser N ′ = Zd. Alors, M ′ = (Zd)∗ et M est le sous-réseau des formes de M ′ entières sur
R(G). Par conséquent, N = R(G) (les indice de Zd dans N et dans R(G) sont les mêmes, à savoir l’ordre de
G). Il reste à montrer que les vecteurs de la base canonique de Zd sont les vecteurs extrémaux dans N de
σ̌ = (Q+)d. Il suffit pour cela d’établir qu’ils sont primitifs dans N . Soit ε l’un d’entre eux. Soit p ∈ Q tel
que pε ∈ N . Soient alors (λg)g∈G ∈ Z|G| et n ∈ N ′ tels que pε = n +

∑
λgn(g). Le produit

∏
gλg admet 1

pour valeur propre de multiplicité au moins d− 1. Comme G est petit, ce produit est trivial, et p est entier.
Donc ε est primitif dans N .

ii) P étant donnée, et G étant le groupe décrit par l’énoncé, le i) montre que X et Cd/G sont
algébriquement isomorphes.

Corollaire. Soient X une variété torique simpliciale admettant




1 a c
0 b d
0 0 e


 pour matrice, et G un

petit sous-groupe abélien fini de GL(3,C) tel que X et C3/G soient isomorphes. Alors, les facteurs invariants
de G sont b∧d∧e et be/(b∧d∧e).

On déduit de ces deux propositions le théorème suivant.
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Théorème. Soit G un sous-groupe de GL(3,C), petit et abélien.
i) C3/G a des singularités canoniques si, et seulement si G est conjugué à l’un des groupes de la liste

suivante:
a. N’importe quel sous-groupe abélien de SL(3,C). L’indice de la singularité-quotient est 1.
b. Tout groupe cyclique engendré par la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont dans la liste

de triplets suivante:
• (er, e

r−1
r , ea

r), avec r ≥ 2, et a ∈ {1, ..., r − 1}. L’indice de la singularité-quotient est r/(r∧a).
• (e4m, e−2

4m, e1+2m
4m ), avec m ≥ 2. L’indice de la singularité-quotient est 2.

• (e9, e
4
9, e

7
9). L’indice de la singularité-quotient est 3.

• (e14, e
9
14, e

11
14). L’indice de la singularité-quotient est 2.

ii) Parmi ces groupes, seuls ceux du premier alinéa de la classe b pour lesquels a∧r = 1 définissent, avec
le groupe trivial, des variétés-quotient à singularités terminales.

Remarque. Cet énonce améliore le théorème 4.1 de [I.I.] en ce sens qu’il ajoute qu’un quotient abélien
canonique est cyclique.

On déduit enfin du main theorem de [R2] la liste de toutes les singularités-quotient terminales en
dimension trois.

Théorème. Soit G un petit sous-groupe fini de GL(3,C).
G définit une singularité-quotient terminale si, et seulement s’il est conjugué à un groupe cyclique

engendré par une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont (er, e
r−1
r , ea

r), où r ≥ 1 et a∧r = 1.

Preuve: Si C3/G a des singularités canoniques, l’inclusion SG ↪→ G, où SG = G ∩ SL(3,C) induit le
revêtement ramifié galoisien C3/SG → C3/G, étale en codimension un, décrit dans [R1] (corollaire 1.9) *.
Si C3/G a des singularités terminales, C3/SG est donc une singularité isolée d’hypersurface ([R2], Main
theorem). Le lemme suivant impose à SG d’être trivial, et ramène la situation au théorème précédent.

Lemme. Soit G un sous-groupe fini de SL(3,C). Si C3/G a une singularité isolée, ce n’est pas une
intersection complète.

Preuve: Il est démontré dans [K.W.] que si C3/G est une intersection complète, G est engendré par ses
éléments g tels que rg(g− 1) ≤ 2. Les sous-groupes de SL(3,C) étant petits, cela implique en outre dans les
hypothèses du lemme que G contient un élément g tel que rg(g − 1) = 2. Mais l’existence d’un tel élément
interdit à la singularité d’être isolée.

Remarques. i) A l’aide de la classification des sous-groupes finis de PSL(3,C) de Miller, Blichfeldt et
Dickson, on peut montrer que tout sous-groupe fini de SL(3,C) définissant une singularité isolée est cyclique.

ii) La question se pose de savoir si un petit sous-groupe fini de GL(3,C) qui ne soit ni abélien ni dans
SL(3,C) peut définir une singularité-quotient canonique.

* Si G est un petit sous-groupe fini de GL(V ), il définit une singularité-quotient d’indice [G : SG] (le
groupe des classes de diviseurs (de Weil) de V/G est isomorphe au groupe des caractères de G, et l’image
du diviseur canonique par l’un de ces isomorphismes est le déterminant). En particulier, tout sous-groupe
de SL(V ) définit une singularité-quotient canonique ([R1]).
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