
UVSQ 2022/2023
Licence de sciences et technologie, santé
LSMA610 (groupes et géométrie)

Feuille d’exercices numéro 2

1 Petites questions en vrac, pour soi

1.1) Calculer le support de la permutation de S15 définie par le produit

(5, 12, 7, 8, 9)(10, 11, 12, 1)(7, 2)(3, 5, 8, 2, 13, 4)(15, 5)(3, 11).

1.2) Soit s = (7, 11, 8, 9)(2, 1, 7, 12)(9, 2, 10, 3, 7, 5, 6)(10, 8) ∈ S12. Calculer l’orbite de 11 sous l’action de s.

1.3) Décomposer les permutations suivantes en produit de cycles à supports disjoints.

(i)

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1 7 4 12 2 5 14 11 9 10 8 3 6 13

]
(ii) (7, 11, 8, 9)(2, 1, 7, 12)(9, 2, 10, 3, 7, 5, 6)(10, 8)

1.4) Les permutations (135)(189)(53842)(67) et (173)(394)(61542)(83) sont-elles conjuguées ?

1.5) Soient n et p des entiers naturels tels que 1 ≤ p ≤ n. Quel est le cardinal de la classe de conjugaison d’un
p-cycle de Sn ?

1.6) Trouver tous les sous-groupes d’ordre 15, 20 ou 30 de A5.

1.7) Expliciter les 4 éléments du groupe cyclique Aut (Z/5Z). Calculer les facteurs invariants du groupe abélien
fini Aut (Z/200Z).

1.8) Les groupes Z/686Z× Z/1372Z et Z/98Z× Z/28Z× Z/343Z sont-ils isomorphes ?

1.9) Les groupes OO(2) et SO(2) × Z/2Z sont-ils isomorphes ? Les groupes OO(3) et SO(3) × Z/2Z sont-ils
isomorphes ? Généraliser.

2 Quelques gammes dans le désordre

2.1) Toujours produit ?

Est-il vrai que siH est un sous-groupe distingué d’un groupeG, les groupesG etH×G/H sont toujours isomorphes ?

2.2) Deux générateurs de A5

Soit G le sous-groupe de S5 engendré par les 3-cycles (123) et (345).

(i) Montrer que G ⊆ A5.

(ii) Ecrire (123)(345) en produit de cycles à supports disjoints et montrer que (234) ∈ G.

(iii) Calculer le nombre de 3-cycles de S5. Démontrer que G contient tous les 3-cycles de S5 (on pourra si l’on
veut utiliser plusieurs fois la formule de conjugaison des cycles, méthodiquement mais avec économie).

(iv) Montrer que G = A5.

2.3) An est engendré par les 5-cycles

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 5. Montrer que le sous-groupe H de Sn engendré par les 5-cycles est
distingué dans Sn. En déduire que H égale le groupe alterné An.

3 Il n’y a que deux groupes d’ordre 6

Montrer que tout groupe d’ordre 6 est isomorphe à Z/6Z ou à S3.

N. Pouyanne et L. Maltoni, UVSQ 2023, LSMA610 1/7



4 Groupes d’ordre 2(2m+ 1)

Soit G un groupe fini d’ordre 2n où n est un entier naturel impair.

4.1) Pourquoi G contient-il au moins un élément d’ordre 2 ?

4.2) Soit z un élément d’ordre 2 de G. On note

σ : G −→ G
x 7−→ zx.

Montrer que σ est une permutation d’ordre 2 sans point fixe de G et calculer sa signature.

3- On note SG le groupe des permutations de G. Soit Φ : G −→ SG l’application définie par :

∀y ∈ G, ∀x ∈ G, Φ(y)(x) = yx.

Montrer que Φ est un homomorphisme de groupes.

4- On note f = ε ◦ Φ : G −→ {−1, 1}, où ε désigne la signature. Montrer que f est surjectif. En déduire que G
contient un sous-groupe distingué d’ordre n.

5 Signature du plongement d’un groupe fini, groupes d’ordre 2(2m+1)

Soient G un groupe fini et f : G → SG le plongement canonique de G, defini comme d’habitude par f(x)(y) = xy
pour tous x et y de G.

5.1) Pour tout x ∈ G, quelle est la forme de la décomposition de f(x) en produit de cycles à supports disjoint ?
Calculer sa signature.

5.2) Suffit-il que G soit d’ordre impair pour que f(G) soit un sous-groupe de AG ?

5.3) On suppose que G est d’ordre 2n où n est un entier naturel impair.

(i) Pourquoi G contient-il au moins un élément d’ordre 2 ?

(ii) Soit z un élément d’ordre 2 de G. Calculer la signature de f(z).

(iii) En déduire que G contient un sous-groupe distingué d’ordre n.

6 Sous-groupes d’indice p min [pour feuille 3]

Soient G un groupe fini et p le plus petit nombre premier qui divise l’ordre de G. Il s’agit de montrer que tout
sous-groupe d’indice p de G est distingué.

(i) Soit H un sous-groupe de G d’indice p. Montrer que l’action de G sur l’ensemble (G/H)g des classes à gauche
modulo H par translation à gauche induit un homomorphisme de groupes Φ : G → Sp.

(ii) Montrer que l’image de Φ est un groupe abélien (et même cyclique).

(iii) En déduire que H ◁ G.

7 Le groupe diédral

Pour tout entier naturel non nul n, on note Dn le groupe des isométries du plan (vectoriel) complexe qui stabilisent
le polygone régulier à n côtés formé par les points dont les affixes sont les racines ne de l’unité.

7.1) Montrer que Dn contient :

(i) le groupe cyclique Cn engendré par la rotation d’ordre n dont l’expression complexe est z 7→ e2iπ/nz ;

(ii) les n réflexions (symétries orthogonales) dont les axes passent par les sommets du polygone ou par les milieux
de ses côtés ; on pourra vérifier que leurs expressions complexes sont les z 7→ e2ikπ/nz, 0 ≤ k ≤ n− 1.

N. Pouyanne et L. Maltoni, UVSQ 2023, LSMA610 2/7



Dessin des axes de symétries des
polygones réguliers dans le cas d’un
nombre impair ou pair de sommets.

7.2) Montrer que le sous-groupe des isométries positives de Dn est exactement le groupe Cn.

7.3) Montrer que les n réflexions décrites ci-dessus sont exactement les isométries négatives de Dn.

7.4) Montrer que Dn est engendré par r : z 7→ e2iπ/nz et s : z 7→ z. Plus précisément, montrer que tout élément
de Dn s’écrit, de manière unique, sous la forme sεrk où ε ∈ {0, 1} et a ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.
7.5) Montrer que Dn est un groupe d’ordre 2n, non abélien lorsque n ≥ 3 (c’est “le” groupe diédral d’ordre 2n).

7.6) Calculer le centre et le groupe dérivé de D2n.

8 Groupe des caractères d’un groupe

Si G est un groupe, on appelle caractère de G tout homomorphisme de groupes G → C×.

8.1) Si χ1 et χ2 sont des caractères d’un groupe G, montrer que l’application

χ1χ2 : G −→ C×

g 7−→ χ1(g)χ2(g)

est encore un caractère de G et que l’opération (χ1, χ2) 7→ χ1χ2 confère à l’ensemble des caractères de G une

structure de groupe. On note Ĝ le groupe des caractères du groupe G.

8.2) Soient G un groupe, N un sous-groupe distingué de G et p : G → G/N la projection canonique. Montrer
que l’application

Φ : Ĝ/N −→ Ĝ
χ 7−→ χ ◦ p

est un homomorphisme injectif de groupes.

8.3) Montrer que Ẑ est isomorphe à C×.

8.4) Montrer que si un groupe est cyclique, il est isomorphe à son groupe des caractères.

8.5) Soient M et N deux groupes. Montrer que l’application

F : M̂ × N̂ −→ M̂ ×N

(µ, ν) 7−→ F (µ, ν),

où F (µ, ν) est définie par F (µ, ν)(m,n) = µ(m)ν(n) pour tous (m,n) ∈ M ×N , est un isomorphisme de groupes
(on pourra chercher à exprimer l’application réciproque).

8.6) Montrer que tout groupe abélien fini est isomorphe à son groupe des caractères.

8.7) Montrer que tout caractère d’un groupe G est constant sur son sous-groupe dérivé [G,G]. En déduire que si

G est un groupe, alors les groupes de caractères Ĝ et ̂G/[G,G] sont isomorphes.

8.8) Montrer que si G est un groupe fini, alors Ĝ et G/[G,G] sont isomorphes.

8.9) Calculer les groupes des caractères de A4 et de S4.

Si K désigne le groupe de Klein, K ◁ A4 et A4/K ≃ Z/3Z. Par ailleurs, [A4,A4] = K, les deux calculs [(123), (234)] = (14)(23) et

[(123), (12)(34)] = (13)(24) suffisent à le prouver. Donc Â4 ≃ Z/3Z. Enfin, [S4,S4] = A4 puisque [(12), (23)] = (132). Donc Ŝ4 ≃ Z/2Z.

8.10) Lorsque n ≥ 5, montrer que le groupe des caractères de An est trivial et que celui de Sn est cyclique
d’ordre 2.
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9 Groupes ayant exactement trois classes de conjugaison

Où l’on montre que les seuls groupes finis ayant exactement 3 classes de conjugaison sont Z/3Z et S3.

Soit G un groupe fini d’ordre n ayant exactement trois classes de conjugaison. On note a et b les ordres des groupes
d’isotropie des deux classes qui ne sont pas la classe triviale {1} et on suppose que a ≤ b.

9.1) Montrer que 1 = 1
n + 1

a + 1
b , que a|n et que b|n.

9.2) Montrer successivement que a ∈ {1, 2, 3}, que le cas a = 1 est à rejeter, que a = 3 implique a = b = n = 3
et, enfin, que a = 2 impose (n, a, b) = (6, 2, 3).

9.3) Montrer que seul le groupe Z/3Z correspond au cas (n, a, b) = (3, 3, 3) et que seul le groupe S3 correspond
au cas (n, a, b) = (6, 2, 3).

10 Automorphismes du groupe Z/nZ, inversibles de l’anneau Z/nZ
Soit n un entier naturel non nul.

10.1) Montrer que le groupe Aut (Z/nZ) des automorphismes du groupe Z/nZ est isomorphe au groupe (Z/nZ)×

des inversibles de l’anneau Z/nZ.
Noter, en particulier, que cela montre que Aut (Z/nZ) est un groupe abélien fini.

10.2) Montrer que si m et n sont premiers entre eux, alors les groupes (Z/mnZ)× et (Z/mZ)× × (Z/nZ)× sont
isomorphes.

10.3) En déduire que si n = pa1
1 . . . par

r où les pk sont des nombres premiers distincts et les ak des entiers naturels
non nuls, alors

(Z/nZ)× ≃
r∏

k=1

(Z/pak

k Z)×

10.4) Si p est un nombre premier, alors (Z/pZ)× est cyclique, isomorphe à Z/(p− 1)Z.
Quel théorème (pas si simple) du cours assure cela ?

10.5) Montrer les assertions suivantes, qui serviront dans la suite.

(i) Pour tout nombre premier impair p, pour tout k ∈ N, il existe u ∈ N, premier avec p, tel que (1 + p)
pk

= 1+upk+1.

(ii) Si p est un nombre premier impair et si α ∈ N∗, alors l’ordre de 1 + p dans (Z/pαZ)× est exactement pα−1.

(iii) Pour tout k ∈ N, il existe un entier naturel impair u tel que 52
k

= 1 + u2k+2.

(iv) Si α ≥ 3, l’ordre de 5 dans (Z/2αZ)× est exactement 2α−2.

10.6) Montrer que si p est un nombre premier supérieur ou égal à 3 et si α ∈ N∗, alors le groupe (Z/pαZ)× est
cyclique, isomorphe à Z/pα−1(p− 1)Z.
Indication : on pourra chercher un élément du groupe des inversibles qui soit d’ordre pα−1(p− 1). Pour cela, con-
sidérer l’homomorphisme de groupes (Z/pαZ)× → (Z/pZ)× qui vient de la factorisation de la projection canonique
Z → Z/pZ via la PUQ, prendre un x dans (Z/pαZ)× dont l’image engendre (Z/pZ)×. Dans le groupe cyclique,
⟨x⟩, dont l’ordre est un multiple de p−1, prendre un élément y d’ordre p−1. Alors, (1+p)y est d’ordre pα−1(p−1)
dans (Z/pαZ)×.

10.7) Calculer (Z/2Z)× et (Z/4Z)×. Montrer que si α ≥ 3, alors le groupe (Z/2αZ)× est non cyclique et que ses
facteurs invariants sont 2 et 2α−2 ; autrement dit, (Z/2αZ)× ≃ Z/2Z× Z/2α−2Z.
Indication : considérer l’homomorphisme de groupes surjectif f : (Z/2αZ)× → (Z/4Z)× ≃ {−1, 1} qui vient de la
factorisation de la projection canonique Z → Z/4Z via la PUQ. Son noyau est d’ordre 2α−2 et contient 5, dont
l’ordre est précisément 2α−2. Donc ce noyau est cyclique, engendré par 5. Par ailleurs, −1 ̸= 1 dans Z/2αZ et
donc l’homomorphisme de groupes ⟨−1⟩ × ⟨5⟩ → (Z/2αZ)×, (ε, x) 7→ εx, qui est injectif, est un isomorphisme de
groupes — remarquer qu’on a noté −1 et 5 les classes modulo 2α des nombres entiers −1 et 5.

10.8) Calculer les composantes de torsion du GAF (Z/nZ)×, pour tout entier naturel non nul n.
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11 Bases dans les réseaux

Soit n un entier naturel non nul. Si e1, . . . , en ∈ Zn, on dit que (e1, . . . , en) est une Z-base de Zn lorsque tout vecteur
de Zn s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire de e1, . . . , en, à coefficients entiers. Par exemple, la
base canonique de Rn est une Z-base de Zn.

11.1) Montrer que toute Z-base de Zn est une base du R-espace vectoriel Rn mais que tout n-uplet de vecteurs
de Zn qui est une base de Rn n’est pas une Z-base de Zn.

11.2) On note (c1, . . . , cn) la base canonique de Rn. Soient e1, . . . , en ∈ Zn. Montrer que (e1, . . . , en) est une
Z-base de Zn si, et seulement s’il existe P ∈ M2 (Z) telle que detP = ±1 et tek = P tck, pour tout k ∈ {1, . . . , n}.
11.3) Soient e1, . . . , en ∈ Rn. Soit Vol (e1, . . . , en) le volume du parallélépipède des ek : c’est la mesure de Lebesgue
dans Rn de

n∑
k=1

[0, 1]ek.

Montrer que
Vol (e1, . . . , en) =

∣∣det (c1,...,cn) (e1, . . . , en)∣∣ .
11.4) Soient e1, . . . , en ∈ Zn. Montrer que (e1, . . . , en) est une Z-base de Zn si, et seulement si Vol (e1, . . . , en) = 1.

11.5) Soit X = (a, b) ∈ Z2. Montrer que X se complète en une Z-base de Z2 si, et seulement si a et b sont
premiers entre eux.

11.6) Soit X = (a1, . . . , an) ∈ Zn. Montrer que X se complète en une Z-base de Z2 si, et seulement si les ak sont
premiers entre eux (dans leur ensemble).

12 Classes de conjugaison des transvections dans SL

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps F.

12.1) Montrer que deux dilatations de GL(V ) sont conjuguées si, et seulement si elles ont le même rapport.

12.2) Montrer que toutes les transvections sont conjuguées dans GL(V ).

12.3) Montrer que si n ≥ 3, toutes les transvections de SL(V ) sont conjuguées dans SL(V ).

12.4) Montrer que les deux matrices

(
1 1
0 1

)
et

(
1 −1
0 1

)
ne sont pas conjuguées dans SL (2,R). En déduire que

pour n = 2, il n’est pas vrai que toutes les transvections de SL(V ) sont conjuguées dans SL(V ).

12.5) On suppose que n = 2. Montrer que toute matrice de transvection est conjuguée dans SL (2,F) à une

matrice de la forme

(
1 a
0 1

)
où a ∈ F \ {0} et que si a, b ∈ F \ {0}, les deux matrices

(
1 a
0 1

)
et

(
1 b
0 1

)
sont

conjuguées dans SL (2,F) si, et seulement si a
b est un carré dans F.

12.6) Calculer le nombre de classes de conjugaisons des transvections dans SL (2,F) pour F = C, R, Q ou Fq où
q est la puissance d’un nombre premier.

13 Eléments sur les groupes arithmétiques de congruence

On note PSL (2,Z) le quotient de SL (2,Z) par son centre {−I2, I2}. Si G est un sous-groupe de SL (2,Z), on note
PG son image par la projection canonique SL (2,Z) → PSL (2,Z). Autrement dit, PG est le groupe des classes
modulo {−I2, I2} des éléments de G.
Pour tout entier naturel non nul N , on note SL (2,Z/NZ) le groupe des matrices 2 × 2 à coefficients dans Z/NZ
dont le déterminant égale 1.

13.1) S’assurer que SL (2,Z/NZ) est bien un groupe pour la multiplication matricielle.
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13.2) On note π l’application de réduction modulo N

π : SL (2,Z) −→ SL (2,Z/NZ)(
a c
b d

)
7−→

(
a c

b d

)
où x désigne la classe modulo N de l’entier x. Montrer rapidement que p est un homomorphisme de groupes.

13.3) Où l’on montre que π est surjectif.

(i) Soient n et d deux entiers naturels non nuls. On suppose que d|n. Montrer que la projection canonique
Z → Z/dZ induit un homomorphisme de groupes (Z/nZ)× → (Z/dZ)×. Montrer que ce dernier est sujectif.

(ii) Déduire de (i) l’assertion suivante : si x, y et z sont des entiers premiers entre eux et si x ̸= 0, il existe k ∈ Z
tel que PGCD(x, y + kz) = 1.

(iii) Déduire de (ii) la surjectivité de π.

13.4) Montrer que SL (2,Z/NZ) est engendré par les classes modulo N des matrices

(
1 1
0 1

)
et

(
0 1
−1 0

)
.

13.5) Pour tout entier naturel non nul N , on note

Γ(N) =

{(
a c
b d

)
∈ SL (2,Z) , a = d = 1 [N ] et b = c = 0 [N ]

}
,

Γ0(N) =

{(
a c
b d

)
∈ SL (2,Z) , b = 0 [N ]

}
,

Γ1(N) =

{(
a c
b d

)
∈ SL (2,Z) , a = d = 1 [N ] et b = 0 [N ]

}
Autrement dit, Γ(N) est l’ensemble des matrices de SL (2,Z) qui sont congrues à I2 modulo N , Γ0(N) est l’ensemble
des matrices de SL (2,Z) qui sont trigonales supérieures modulo N et Γ1(N) est le sous-ensemble des matrices de
Γ0(N) dont les éléments diagonaux sont congrus à 1 modulo N .

Montrer que Γ(N), Γ0(N) et Γ1(N) sont des sous-groupes de Γ(1) = SL (2,Z).

13.6) Dans la châıne
Γ(N) ⊆ Γ1(N) ⊆ Γ0(N) ⊆ SL (2,Z)

montrer que Γ(N) ◁ SL (2,Z), que Γ1(N) ◁ Γ0(N), mais que Γ0(N) et Γ1(N) ne sont pas distingués dans SL (2,Z).

13.7) Montrer que Γ(N), Γ0(N) et Γ1(N) sont d’indices finis dans Γ(1) = SL (2,Z).

14 Simplicité de PSL sauf deux cas sporadiques

L’objet de cet exercice est de montrer le résultat suivant :

Théorème

Soient n un entier naturel supérieur ou égal à 2 et F un corps.

(i) PSL (2,Z/2Z) ≃ S3.

(ii) PSL (2,Z/3Z) ≃ A4.

(iii) Dans tous les autres cas, PSL (n,F) est un groupe simple.

14.1) On suppose que n ≥ 3.

(i) Soit G un sous-groupe distingué de SL (Fn) contenant strictement le centre Z de SL (n,F). Montrer qu’il existe
g ∈ G et h ∈ Fn \ {0} tels que g(h) /∈ Fh.
(ii) Soient g et h comme dans la question précédente ; on note k = g(h). Montrer qu’il existe une transvection
t ∈ SL (n,F) de droite Fh et un hyperplan H de Fn qui contient le plan engendré par h et k.
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(iii) Dans les conditions des deux questions précédentes, on note c = [g, t] = gtg−1t−1. Montrer que c ∈ G \ {id},
que l’image de c− id est incluse dans H, et que H est stable par c.

(iv) On suppose que t′ ∈ SL (n,F) est une transvection d’hyperplan H qui ne commute pas avec c. Montrer que
[c, t′] est une transvection non triviale contenue dans G.

(v) On suppose au contraire que c commute avec toutes les transvections d’hyperplan H. Montrer que c est une
transvection.

(vi) Déduire des questions précédentes que PSL (n,F) est simple.

14.2) On suppose que n = 2 et que Card (F) ≥ 7.

(i) Montrer que le centre Z de SL (2,F) est contenu dans {±I2}. Soit G un sous-groupe distingué de SL (2,F)
contenant strictement Z.

(ii) Soient a ∈ F \ {−1, 0, 1} et b ∈ F \ {0}. Montrer qu’il existe s ∈ SL (2,F) tel que(
1 b
0 1

)
=

[
s,

(
a 0
0 1/a

)]
.

(iii) On suppose que g ∈ G \ {±I2} a une valeur propre a différente de −1 et de 1. Montrer que g est conjugué
dans SL (2,F) à la matrice diag (a, 1/a). En déduire que G = SL (2,F).

(iv) On suppose que g =

(
a c
b d

)
∈ G\{±I2}, où b ̸= 0. Montrer qu’il existe t ∈ SL (2,F) telle que t−1g−1tg admette(

1
0

)
pour vecteur propre, associé à une valeur propre différente de 1 et de −1. En déduire que G = SL (2,F).

(v) On suppose que g = ±
(
1 c
0 1

)
∈ G avec c ̸= 0. En notant i =

(
0 1
−1 0

)
, calculer igi−1. En déduire que

G = SL (2,F).
(vi) Démontrer que PSL (2,F) est simple.

14.3) En admettant les isomorphismes classiques suivants (voir la feuille d’exercice numéro 3) :

PSL (2,Z/2Z) ≃ S3, PSL (2,Z/3Z) ≃ A4, PSL (2,F4) ≃ A5, PSL (2,F5) ≃ A5,

démontrer le théorème annoncé.
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