
UVSQ 2022/2023
Licence de sciences et technologie, santé
LSMA610 (groupes et géométrie)

Feuille d’exercices numéro 1

1 Petites questions en vrac, pour soi

1.1) Trouver les générateurs de (Z/18Z,+) et du groupe des racines 12e de l’unité.

1.2) Donner trois générateurs différents du groupe des racines 2023ièmes complexes de l’unité.

1.3) Combien y a-t-il d’éléments d’ordre 2 dans un groupe cyclique d’ordre n ?

1.4) Trouver tous les sous-groupes de Z/20Z.

1.5) Compter les homomorphismes de groupes de Z/nZ sur Z/mZ et les expliciter.
Se faire la main sur les exemples Z/21Z → Z/6Z et Z/18Z → Z/6Z.

1.6) Est-il vrai que Um ∩ Un = Um∧n ? Est-il vrai que le sous-groupe de C× engendré par Um ∪ Un est Um∨n ?
Interpréter les résultats obtenus dans le cadre de Z/mZ et Z/nZ.

1.7) Trouver tous les homomorphismes de groupes Q → Q, Q → Z et Q → Q×.

1.8) Montrer que le groupe additif quotient Q/Z est isomorphe au groupe multiplicatif U de toutes les racines
complexes de l’unité.

1.9) Peut-on trouver un groupe fini d’ordre 168 contenant un sous-groupe d’indice 14 ?

1.10) Quel est l’ordre de C =

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 dans le groupe GL(4,C) ?

2 Quelques gammes dans le désordre

2.1) xy et yx sont conjugués

Si G est n’importe quel groupe et si x, y ∈ G, alors xy et yx sont conjugués.

Application : si A et B sont deux matrices carrées inversibles, alors AB et BA sont semblables. Que se passe-t-il
si on enlève l’hypothèse d’inversibilité ?

2.2) Transport de l’ordre

Soit f : G → G′ un homomorphisme de groupes. Montrer que si l’ordre de x ∈ G est fini, alors, l’ordre de f(x) est
fini et divise l’ordre de x.

2.3) Sous-groupes et quotients d’un groupe monogène

Tout sous-groupe d’un groupe monogène est monogène. Tout quotient d’un groupe monogène est monogène.

2.4) Ordre d’un produit de deux éléments qui commutent

Soient G un groupe, x et y deux éléments de G qui commutent.

(i) Montrer que si les ordres de x et de y sont premiers entre eux, alors l’ordre de xy est fini, égal au produit des
ordres de x et de y.

(ii) On suppose que ⟨x⟩ ∩ ⟨y⟩ = {1}. Alors, l’ordre de xy est fini, égal au PPCM des ordres de x et de y.

2.5) Transport de système générateur

Soient f : G → G′ un homomorphisme de groupes, et A une partie de G. Est-il vrai que

f (⟨A⟩) = ⟨f(A)⟩ ?
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2.6) Tester la normalité sur un système générateur

Soit G un groupe engendré par une partie A. On suppose que H est un sous-groupe de G tel que ∀a ∈ A,
aHa−1 = H. Le sous-groupe H est-il nécessairement distingué dans G ?

2.7) Combien de générateurs ?

Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que G a un système générateur de cardinal inférieur ou égal à log2 n.

2.8) Groupe d’ordre pair ou impair

(i) Montrer qu’un groupe fini d’ordre pair contient toujours un élément d’ordre 2 (on pourra montrer qu’il y a un
nombre pair d’éléments dont le carré n’est pas 1).

(ii) Montrer si G est un groupe fini d’ordre impair, tout élément a une racine carrée : ∀x ∈ G, ∃y ∈ G, x = y2.

2.9) Coprimalité de l’ordre et de l’indice

Soient G un groupe et H un sous-groupe distingué de G, d’indice fini.

(i) Soit K un sous-groupe fini de G dont l’ordre est premier avec [G : H]. Montrer que K ⊆ H.

(ii) Si G et H sont finis et si |H| et [G : H] sont étrangers, alors H est l’unique sous-groupe d’ordre |H| de G.

2.10) Ordre dans un produit

Soient G et H deux groupes, et (x, y) ∈ G×H. On suppose que x et y sont d’ordres finis m et n respectivement.
Montrer que, dans le groupe produit G×H, l’élément (x, y) est d’ordre fini, égal à PPCM(m,n).

2.11) Produit d’indices

Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G tels que H ⊆ K.

(i) Montrer que [G : H] = [G : K]× [K : H].

(ii) En déduire que si [G : H] = [G : K], alors H = K.

2.12) Groupe opposé
Soit G un groupe. On définit sur G la loi opposée par la formule x ⋆ y = yx, le dernier produit désignant la loi
de G. Montrer que (G, ⋆) est un groupe, que l’on note Gop. Montrer que les groupes G et Gop sont isomorphes.

3 Produit de deux sous-groupes

Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. On note

HK = {hk, h ∈ H, k ∈ K} .

3.1) Montrer qu’en général, HK n’est pas un sous-groupe de G.

3.2) On suppose que H ∩K = {1}. Montrer que Card (HK) = |H| · |K|.
3.3) Montrer que si H ◁ G, alors HK est un sous-groupe de G.

3.4) Etudier la réciproque de l’implication du 3.3.

4 Groupes 2-élémentaires

Soit G un groupe dont tous les éléments sont d’ordre 1 ou 2.

4.1) Montrer que G est abélien.

4.2) On note G additivement. On note · la loi de composition externe sur G définie par

Z/2Z×G −→ G

(ε, g) 7−→ ε · g =

{
0 si ε = 0

g si ε = 1.

Montrer cette loi de composition externe est bien définie et confère à G une structure de Z/2Z-espace vectoriel.
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4.3) On suppose que G est fini. Montrer qu’il existe n ∈ N tel que G soit isomorphe au groupe (Z/2Z)n.

4.4) Montrer que l’ensemble des parties d’un ensemble, muni de la différence symétrique, est un groupe abélien.
Si l’ensemble a un nombre fini n d’éléments, montrer que ce groupe est isomorphe à (Z/2Z)n.

5 Décimaux modulo les entiers

Vérifier que l’ensemble D des nombres décimaux est un sous-groupe additif de R. On note

S10 = {z ∈ C, ∃n ∈ N, z10
n

= 1}.

Montrer que S10 est un sous-groupe du groupe multiplicatif C \ {0}. Les groupes D/Z et S10 sont-ils isomorphes ?
Pour aller plus loin, par quoi peut-on remplacer le groupe des décimaux pour obtenir des énoncés analogues ?

6 Sous-groupes d’un groupe à engendrement fini

On dit qu’un groupe est à engendrement fini lorsqu’il admet un système générateur fini. Autrement dit, un groupe
Γ est à engendrement fini lorsqu’il existe une partie finie de Γ qui engendre Γ.

L’objet de cet exercice est de montrer qu’un sous-groupe d’un groupe à engendrement fini n’est pas nécessairement
à engendrement fini.

6.1) Soit G le sous-ensemble de GL (2,R) défini par

G =

{(
2n p

2q

0 1

)
, (n, p, q) ∈ Z3

}
.

Montrer que G est un sous-groupe de GL (2,R).

6.2) Si m et p sont des entiers relatifs, calculer(
2m 0
0 1

)(
1 p
0 1

)
et

(
1 p
0 1

)(
2m 0
0 1

)
.

Montrer soigneusement que le groupe G est engendré par les deux matrices

(
2 0
0 1

)
et

(
1 1
0 1

)
.

6.3) On note

Z
[
1

2

]
=
{ p

2q
, (p, q) ∈ Z2

}
.

Montrer que Z
[
1
2

]
est un sous-groupe additif de R qui n’est pas à engendrement fini.

6.4) Soit H le sous-ensemble de G défini par

H =

{(
1 p

2q

0 1

)
, (p, q) ∈ Z2

}
.

Démontrer que H est un sous-groupe de G isomorphe à Z
[
1
2

]
. En déduire que H n’est pas à engendrement fini.

7 Groupes cycliques

Soit n un entier naturel non nul. Faire les preuves des résultats du cours suivants.

7.1) Si k ∈ Z, alors la classe de k modulo n engendre Z/nZ si, et seulement si k et n sont premiers entre eux.

7.2) Si G = ⟨g⟩ est un groupe cyclique d’ordre n et si k ∈ Z, alors G = ⟨gk⟩ si, et seulement si k et n sont premiers
entre eux.
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7.3) Si k ∈ Z, le nombre complexe e
2ikπ
n est une racine primitive ne de l’unité si, et seulement si k et n sont

premiers entre eux.

7.4) Si k ∈ Z, alors la classe de k modulo n engendre un sous-groupe d’ordre n
PGCD(n,k) de Z/nZ.

7.5) Ecrire la version du résultat précédent pour le groupe des racines ne complexes de l’unité et pour un groupe
cyclique d’ordre n abstrait.

7.6) Calculer le nombre de sous-groupes d’un groupe cyclique d’ordre n ; les décrire tous. Calculer le nombre de
quotients d’un groupe cyclique d’ordre n ; les décrire tous.

7.7) On note φ la fonction d’Euler. Se rappeler pourquoi φ(mn) = φ(m)φ(n) lorsque m et n sont étrangers et
pourquoi φ (pn) = pn−1(p− 1) lorsque p est premier et n ≥ 0. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

φ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
(1)

où le produit porte sur les nombres premiers qui divisent n.

7.8) En utilisant la formule (1), montrer que m|n =⇒ φ(m)|φ(n).
7.9) En utilisant la formule (1), montrer que si m et n sont des entiers naturels non nul et si d est leur PGCD,
alors

φ(mn) = φ(m)φ(n)
d

φ(d)
.

8 Matrices triangulaires unipotentes

8.1) Montrer que l’ensemble

U =


1 a b
0 1 c
0 0 1

 , (a, b, c) ∈ R3


est un sous-groupe de SL(3,R) et calculer son centre Z.

8.2) Le groupe Z est-il isomorphe au groupe additif R ?

8.3) Montrer que l’application
f : U −→ R21 a b

0 1 c
0 0 1

 7−→ (a, c)

est un homomorphisme de groupes. En déduire que U/Z est isomorphe au groupe additif R2. Le groupe U est-il
isomorphe au groupe additif R× R2 ?

8.4) Pour tout nombre réel t, on note

U(t) =

1 t t2

2
0 1 t
0 0 1

 .

Soit N = {U(t), t ∈ R}. Montrer que N est un sous-groupe de U . Est-il monogène ?

9 Groupes d’exposant fini

9.1 Prélude

9.1) Montrer que si z ∈ C vérifie |1 + z| = 1 + |z|, alors z ∈ R+. En déduire que si a et b sont des nombres
complexes non nuls, (

|a+ b| = |a|+ |b|
)
=⇒

(a
b
∈ R∗

+

)
.
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9.2) Soient z1, . . . , zn des nombres complexes non nuls. Montrer que si |z1 + · · ·+ zn| = |z1|+ · · ·+ |zn|, alors les
nombres zk

z1
sont tous des réels strictement positifs (on pourra procéder par récurrence sur n).

9.3) Soient n et m des entiers naturels non nuls et soient ω1, . . . , ωn des racines mièmes de l’unité. Montrer que(
n∑

k=1

ωk = n

)
=⇒

(
∀k ∈ {1, . . . , n}, ωk = 1

)
.

9.2 Un groupe infini d’exposant fini

Soient m un entier naturel supérieur ou égal à 2 et Um le groupe des racines mièmes complexes de l’unité. On note F
l’ensemble des applications R −→ Um. On munit F de la loi de composition interne définie par (f · g) (x) = f(x)g(x)
pour tous f et g dans F et pour tout x ∈ R. Cela munit F d’une loi de groupe — c’est élémentaire.

9.4) On note δ1 la fonction constante égale à 1. Montrer que δ1 est l’élément neutre de F ; si f ∈ F , calculer
l’inverse de f dans F .

9.5) Montrer que ∀f ∈ F , fm = δ1 et que F est infini.

9.3 Tout groupe linéaire d’exposant fini est fini

Soient n et m des entiers naturels non nul et G un sous-groupe de GL (n,C). On note In la matrice identité de
dimension n. On suppose que

∀A ∈ G, Am = In.

9.6) Montrer que pour tout A dans G, les valeurs propres de A sont des racines mièmes de l’unité.

9.7) On note Mn (C) l’espace vectoriel de toutes les matrices carrées de taille n à coefficients complexes. Soit T
l’ensemble des traces des éléments de G ; autrement dit,

T = {Tr(A), A ∈ G} .

Démontrer que T est un ensemble fini.

9.8) Soit E le sous-espace vectoriel de Mn (C) engendré par G.
Dire rapidement pourquoi E est de dimension finie.
Soient d la dimension de E et (E1, . . . , Ed) une base de E formée d’éléments de G (pourquoi en existe-t-il ?). Soit
t : G −→ T d l’application définie par

t : G −→ T d

A 7−→
(
Tr (AE1) , . . . ,Tr (AEd)

)
.

Montrer que si deux éléments A et B de G vérifient t (A) = t (B), alors Tr (AC) = Tr (BC) pour tout C dans G et
en déduire que Tr

(
AB−1

)
= n. Montrer que t est injective (on pourra utiliser le prélude 9.1).

9.9) Montrer que G est fini.

10 Sous-groupes de type fini de Q ou R

10.1) Montrer que
1

2
Z+

3

5
Z =

1

10
Z.

10.2) Est-il vrai que si a, b, c et d sont des entiers relatifs non nuls, alors

a

b
Z+

c

d
Z =

PGCD(ad, bc)

bd
Z ?

10.3) Montrer que si u, v et w sont des nombres rationnels, le sous-groupe de Q engendré par u, v et w est
monogène.
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10.4) Montrer que tout sous-groupe de type fini de Q est monogène.

10.5) Le groupe additif (Q,+) est-il de type fini ?

10.6) Le groupe additif (R,+) contient-il un sous-groupe dense de type fini ?

10.7) Le groupe additif (R,+) est-il de type fini ?

11 Dévissages autour de GL (n)

11.1) Montrer que l’application

f : C∗ × SL (n,C) −→ GL (n,C)
(z,A) 7−→ zA

est un homomorphisme de groupes.

11.2) Calculer l’image de f .

11.3) Montrer que le noyau de f est isomorphe au groupe Un des racines nièmes complexes de l’unité.

11.4) Montrer que C∗ × SL(n,C) contient un sous-groupe distingué H isomorphe à Un tel que GL(n,C) soit
isomorphe au groupe quotient C∗ × SL(n,C)/H. Autrement dit, montrer qu’on a une suite exacte

1 −→ Z/nZ −→ C∗ × SL (n,C) f−→ GL (n,C) −→ 1.

11.5) Montrer que le résultat subsiste si on remplace C par n’importe quel corps algébriquement clos.

11.6) Montrer que GL+(2,R) = {A ∈ GL(2,R), det(A) > 0} est un sous-groupe distingué de GL(2,R), et que le
quotient GL(2,R)/GL+(2,R) est isomorphe à Z/2Z.

11.7) Montrer que l’application f : GL+(2,R) → SL(2,R)× R∗
+ définie par

f(A) =

(
A√
detA

,detA

)
est un homomorphisme de groupes. Est-ce un isomorphisme ? Pour aller plus loin, établir le même résultat pour
tous les GL+(n,R).

12 Intersection de sous-groupes d’indices finis

Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G.

12.1) On suppose que H est d’indice fini dans G. Montrer que H ∩K est un sous-groupe d’indice fini de K et
que

[K : H ∩K] ≤ [G : H] . (2)

12.2) Dans les conditions de la question précédente, montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) l’inégalité (3) est une égalité

(ii) G = KH

(iii) G = HK.

12.3) Montrer qu’une intersection finie de sous-groupes d’indices finis de G est encore un sous-groupe d’indice
fini.

12.4) On suppose que les indices de H et de K dans G sont finis et premiers entre eux. Montrer que G = HK =
KH.
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