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Feuille d’exercices numéro 3

1 Quelques généralités rudimentaires

1.1) Soient A un anneau et I un idéal de A. Montrer que I contient un inversible de A si, et seulement si I = A.

1.2) Soit A un anneau. Montrer que A est un corps si, et seulement ses seuls idéaux sont (0) et A.

1.3) Soit f : A → B un homomorphisme d’anneaux. Montrer que si A est un corps, alors f est nécessairement
injectif.

1.4) Soit p un nombre premier. Montrer qu’il n’existe pas d’idéal I de Z qui vérifie (p) ⊊ I ⊊ Z

1.5) La réciproque d’un homomorphisme d’anneaux bijectif est-elle toujours un homomorphisme d’anneaux ?

1.6) L’image inverse d’un idéal par un homomorphisme d’anneaux est-elle toujours un idéal ?

1.7) Pour les lois usuelles sur les matrices carrées, montrer que

{(
a 0
0 b

)
, a, b ∈ R

}
est un anneau isomorphe à

l’anneau produit R2.

1.8) Calculer le PGCD et le PPCM des polynômes A et B dans Q[x], puis dans R[x].
(i) A = x4 − x3 − 7x2 + 13x− 6 et B = x4 + 2x3 − x2 + 4x− 6

(ii) A = x5 − x3 + 2x2 − 2 et B = x6 + 2x5 + x4 + 9x3 + 14x2 + 7x+ 14

1.9) Résoudre dans Z l’équation 21x+ 33y = 2. Même question pour 21x+ 34y = 2.

1.10) Trouver tous les U, V ∈ R[X] tels que (X2 +X + 1)U + (X4 − 1)V = 1.

2 Anneaux et idéaux engendrés

2.1) Montrer que les idéaux (XY,Z2 +XY,XY (Z + 1)) et (Z2, XY,XY Z) de Z[X,Y, Z] sont égaux.

2.2) Les anneaux Z[
√
2] et Z[

√
3] sont-ils isomorphes ? Même question pour Z[

√
2] et Z[i].

2.3) Montrer que Q[
√
2,
√
3] = Q[

√
2 +

√
3].

2.4) L’anneau R[X,Y ] est-il principal ?

2.5) Montrer que tout élément de l’anneau Q[ 3
√
2] s’écrit de manière unique sous la forme a + b 3

√
2 + c 3

√
4 où

a, b, c ∈ Q.

3 Un anneau sans PGCD ni PPCM

3.1) Dans l’anneau Z[i
√
5], montrer que tout élément s’écrit de manière unique sous la forme a+ ib

√
5 où a, b ∈ Z.

3.2) Si x = a+ib
√
5 ∈ Z[i

√
5], on note� N(x) = a2+5b2. Montrer que N(xy) = N(x)N(y) pour tous x, y ∈ Z[i

√
5].

3.3) Montrer que les seuls éléments inversibles de Z[i
√
5] sont ceux dont la norme vaut 1 et en faire la liste.

3.4) Montrer que 3 et 2 + i
√
5 n’ont pas de PPCM dans Z[i

√
5].

3.5) Montrer que 9 et 3(2 + i
√
5) n’ont pas de PGCD dans Z[i

√
5].

3.6) L’anneau Z[i
√
5] est-il principal ? Est-il factoriel ?

�Malgré la confusion que ce vocabulaire pourrait apporter, dans le registre des corps de nombres, on appelle N(x) la norme de x.
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