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LSMA202 (algèbre linéaire I)

Feuille d’exercices numéro 4

1 Après l’algorithme : une introduction

Un système linéaire avec second membre (s), après application d’un algorithme du pivot de Gauss, est associé à la
matrice échelonnée réduite

R =

 1 2 0 0 −3
0 0 1 0 1
0 0 0 0 0

 .

1.1) Combien (s) a-t-il d’équations ? Combien (s) a-t-il d’inconnues ?

1.2) Calculer le rang de (s).

1.3) Résoudre (s) (en donner l’ensemble des solutions).

1.4) Existe-t-il une solution de (s) dont la somme des coordonnées soit nulle ?

2 Résolution de systèmes linéaires : des gammes

2.1) Ecrire sous forme matricielle et résoudre — de plusieurs façons y compris en utilisant l’algorithme du pivot
de Gauss — les systèmes linéaires suivants. Calculer leurs rangs.

(i)

{
−2x− 2y = 0
5x− y = 0

(ii)

{
t = −52
−2z − t = 34

(iii)

{
−7u+ 56v = 7
−2u+ 16v = 17

(iv)

{
27x1 + x2 = 23
−14x1 − x2 = −10

(v)

{
6k = 6
h+ 3k = −4

(vi)

{
x− 6y = 85
x− y = 15

(vii)

{
x1 + 4x2 = 0
−2x1 − 8x2 = 0

(viii)

{
6x+ y = 0
−10x− y = 0

2.2) Ecrire sous forme matricielle et résoudre — de plusieurs façons y compris en utilisant l’algorithme du pivot
de Gauss — les systèmes linéaires suivants. Calculer leurs rangs.

(i)

 4y − 2z = 0
x+ 6z = 0
4x+ 3y + z = 9

(ii)


4x1 − x2 = 2

−x1 + x2 + x3 = −4

−x1 − x2 = 2

(iii)

 −9u− 45v − w = 0
2u+ 10v − 2w = 0
−u− 5v − 17w = 0

(iv)


x1 − 2x2 + 8x3 = 2

2x1 − 12x3 = 0

x1 − 6x3 = 4

(v)


x1 − x2 = −1

x1 + 14x2 = −16

x2 = −1

(vi)

 2x+ 40y + 136z = 12
−2x− 16z = 1
x+ y + 11z = 1

(vii)

 −b− c = 0
a− 2b+ 4c = 0
−a− 5b− 17c = 0

(viii)

 a+ 3b+ c = −2
−a+ 2b = 7
−2b− c = −2

(ix)

{
−4x− 2y − 14z = 2
10x+ 20z = −10

(x)

{
5x+ 35y − 40z = 9
−x− 7y + 8z = −3

(xi)

 −x+ 9y + 2z = −6
−2x+ 18y + 2z = −4
−5x+ 45y + z = 6

(xii)

 −5x+ 30y − z = 4
−3x+ 18y − z = 2
−x+ 6y + 4z = 17
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2.3) Ecrire sous forme matricielle et résoudre — de plusieurs façons y compris en utilisant l’algorithme du pivot
de Gauss — les systèmes linéaires suivants. Calculer leurs rangs.

(i)


3x− z − 5t = −5
−2x+ 9z + t = 45
4x+ y − z − 4t = −7
−2y − z + 2t = 1

(ii)


x1 − x2 + 9x3 − 3x4 = −15

−x1 − 5x3 + x4 = 4

−2x1 − x2 − 6x3 − 2x4 = 11

2x1 + 10x3 + x4 = −11

(iii)

{
8x+ 16y + 64z = 0
x+ 2y + 8z − t = 0

(iv)

{
−2x− 5y + 42z − 16t = 0
2x+ 3y − 30z + 4t = 0

(v)

{
−2a+ 10b− c+ 3d = −4
a− 5b− c+ 3d = 2

(vi)

 x− 4y − z + t = 0
2x+ 14z + 2t = 0
3x+ 2y + 25z + t = 0

(vii)

 x+ 7y + 33z + 34t = 0
x− 9z − t = 0
−x+ y + 15z + 6t = 0

(viii)

 −α+ 9γ − 7δ = 11
β + γ − 2δ = −6
α+ 2β − 7γ + 3δ = −17

(ix)

 4x+ y + 16z − 6t = 17
x− 3y + 17z − 7t = 24
−x+ 10y − 45z = −10

3 Où l’on discute selon la valeur de paramètres

Selon la valeur des paramètres réels a, b, m. . . , calculer le rang des systèmes linéaires suivants et les résoudre —
les inconnues sont notées x, y, z ou t. Ecrire l’ensemble des solutions sous plusieurs formes (ensembliste, équations
paramétriques ou cartésiennes, etc).

3.1) Rapidement

(i) ax = 0 (ii) ax = 1
2 (iii) ax = b

3.2) Le dernier dit tout

(i) x+ 2y = m (ii) ax− 3y = m (iii) ax+ by = 1 (iv) ax+ by = m

3.3) Deux-deux

(i)

{
2x+ 3y = a
7x+ 9y = b

(ii)

{
mx+ 9y = a
x− 3y = b

(iii)

{
mx+ 9y = a
x+my = b

(iv)

{
ax+ cy = 0
bx+ dy = 0

(v)

{
ax+ cy = m
bx+ dy = 0

3.4) Plus-plus

(i)

 x+ y +mz = m
x+my − z = 1
x+ y − z = 1

(ii)

{
x+ y +mz = m
x+my − z = 1

(iii)

 x+ y + (1−m)z = m+ 2
(1 +m)x− y + 2z = 0
2x−my + 3z = m+ 2

(iv)


x+ ay + a2z + a3t = a
ax+ a2y + a3z + t = a2

a2x+ a3y + z + at = a3

a3x+ y + az + a2t = a4

(v)

 ax+ by + z = 1
x+ aby + z = b
x+ by + az = 1

4 Matrices de rang 1

Soient m et n deux entiers naturels non nuls.

4.1) Soient X ∈ Mm,1 (R) et Y ∈ Mn,1 (R). Montrer que XtY est une matrice de rang inférieur ou égal à 1 de
Mm,n (R).

4.2) Inversement, soit M ∈ Mm,n (R) une matrice de rang 1. Montrer qu’il existe X ∈ Mm,1 (R) et Y ∈ Mn,1 (R)
tels que M = XtY .
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5 Quelques calculs de rangs, encore des gammes

Calculer le rang des matrices suivantes, en discutant le cas échéant de la valeur des paramètres (bien sûr).

(i)

(
1 3
4 2

)
(ii)

(
1 1
0 1

)
(iii)

(
1 1
1 1

)
(iv)

(
1 −1
−2 2

)
(v)

(
0 1
1 0

)
(vi)

(
a 0
0 b

)
où a, b ∈ R

(vii)

(
1 α
2 1

)
où α ∈ R (viii)

(
a 1
0 b

)
où a, b ∈ R (ix)

(
4 0 −2
2 −1 1

)
(x)

(
a b a
b a a

)
où a, b ∈ R

(xi)

 2 0
−1 3
−2 1

 (xii)

 1 m
m m

m+ 1 m2

 où m ∈ R (xiii)

 a b− c
c a

b+ c −a

 où a, b, c ∈ R

(xiv)

1 2 0
1 2 0
0 0 1

 (xv)

 1 1 −1
−3 −3 3
2 2 −2

 (xvi)

8 4 −16
0 4 −8
4 4 −12

 (xvii)

2 3 1
0 5 1
0 −3 2



(xviii)

1 −3 6 2
2 −5 10 3
3 −8 17 4

 (xix)


1 −1 0 0
−1 1 −1 0
0 −1 1 −1
0 0 −1 1

 (xx)

a 1 1
0 b 1
0 0 c

 où a, b, c ∈ R

6 Caractérisation de la trace

On rappelle que la trace Tr(M) d’une matrice carrée M est la somme de ses coefficients diagonaux.

6.1) Soit f : M2 (R) → R une application linéaire qui vérifie :

(i) f(MN) = f(NM), pour toutes M,N ∈ M2 (R) ;
(ii) f (I2) = 2.
Montrer que f(M) = Tr(M), pour toute M ∈ M2 (R).
[On pourra montrer que f prend la même valeur sur deux matrices semblables, puis calculer les valeurs nécessaires de l’image par f des matrices

de la base canonique de M2 (R).]

6.2) Montrer que l’énoncé de la question précédente est encore vrai dans Mn (R), pour tout n ≥ 2.

7 Endomorphismes et matrices nilpotentes

Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie.

7.1) Soient r un entier naturel non nul et W1 ⊊ W2 ⊊ · · · ⊊ Wr des sous-espaces vectoriels embôıtés de V . Pour
chaque k ∈ {1, . . . , r}, on note dk la dimension de Wk. Montrer qu’il existe une base de V telle que, pour chaque
k ∈ {1, . . . , r}, les dk premiers vecteurs de cette base forment une base de Wk.

7.2) Soit u ∈ End(V ) un endomorphisme nilpotent de V , ce qui signifie qu’il existe un entier naturel non nul k
tel que uk soit l’endomorphisme nul. Soit r le plus petit entier naturel tel que ur = 0.

(i) Montrer que
ker (u) ⊊ ker

(
u2

)
⊊ · · · ⊊ ker

(
ur−1

)
⊊ ker (ur) .

(ii) En déduire qu’il existe une base B de V dans laquelle la matrice de u est de la forme suivante (autrement dit,
MatB(u) est triangulaire supérieure avec une diagonale nulle) :

MatB(u) =


0 ∗ · · · ∗
...

. . .
. . .

...
...

. . . ∗
0 · · · · · · 0

 . (1)
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7.3) Montrer qu’un endomorphisme qui admet une base dans laquelle sa matrice est de la forme (1) est nilpotent.

7.4) Soit n ≥ 1. Une matrice M ∈ Mn (R) est dite nilpotente lorsqu’il existe un entier naturel non nul r tel que
Mr = On — on a noté On la matrice nulle de M ∈ Mn (R). Montrer qu’une matrice carrée est nilpotente si, et
seulement si elle est semblable à une matrice de la forme (1).

7.5) Montrer que les matrices suivantes sont nilpotentes et leur trouver une matrice semblable de la forme (1) en
explicitant la matrice de passage. Calculer le rang de ces matrices.

(i)

(
−6 4
−9 6

)
(ii)

 2 1 2
0 0 0
−2 −1 −2

 (iii)

 4 −11 4
1 −3 1
−1 2 −1

 (iv)


0 0 0 0
1 0 0 0
−1 2 0 0
1 1 1 0


8 Un endomorphisme d’un espace de matrices

Soit A =

(
1 1
1 1

)
. On note f l’application définie par

f : M2 (R) −→ M2 (R)
X 7−→ AX.

Montrer que f est linéaire. Calculer l’image et le noyau de f . Sont-ils supplémentaires ? Calculer la trace de f .

9 Un calcul de puissances

On note U =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

. Pour tout n ∈ Z, calculer Un de deux façons :

(i) par un calcul direct ;

(ii) en remarquant que (U − I3)
3
= O3.

10 Deux équations linéaires matricielles

10.1) Soient A =

2 3 −2
4 −1 −2
0 1 0

 et B =

 1 2 −1
2 −1 −1
−1 2 0

. Trouver toutes les X ∈ M3 (R) telles que A = XB.

10.2) Même question avec A =

−2 1 1
8 1 −5
4 3 −3

 et B =

1 2 −1
2 −1 −1
5 0 3

.
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