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Licence de sciences et technologie, santé
LSMA202 (algèbre linéaire I)

Feuille d’exercices numéro 3

1 Sont-elles linéaires ?

1.1) L’application R2 → R2 qui traduit à l’aide de coordonnées la symétrie par rapport à l’axe des x est-elle
linéaire ?

1.2) Soit (a, b, c) ∈ R3. L’application R3 → R3, (x, y, z) 7→ (x, y, z) + (a, b, c), qui traduit à l’aide de coordonnées
la translation de vecteur (a, b, c), est-elle linéaire ?

1.3) L’application R2 → R, (x, y) 7→ xy est-elle linéaire ?

1.4) Si 1 ≤ m ≤ n, l’application Rn → Rm, (x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xm) est-elle linéaire ?

1.5) On note C0 l’espace des applications continues R → R et C1 l’espace des applications continûment dérivables
R → R.
(i) L’application C1 → C0, f 7→ f ′ est-elle linéaire ?

(ii) L’application C0 → R, f 7→
∫ 5

−2

f(t)dt est-elle linéaire ?

(iii) Soit a ∈ R. L’application C1 → R, f 7→ f(a) est-elle linéaire ?

(iv) Soit f ∈ C0. L’application C0 → C0, g 7→ g ◦ f est-elle linéaire ?

(v) Soit f ∈ C0. L’application C0 → C0, g 7→ f ◦ g est-elle linéaire ?

1.6) Soient E, F , G et H des espaces vectoriels réels et f ∈ Hom(F,G).

(i) L’application Hom(G,H) → Hom(F,H), g 7→ g ◦ f est-elle linéaire ?

(ii) L’application Hom(E,F ) → Hom(E,G), g 7→ f ◦ g est-elle linéaire ?

1.7) Soit θ ∈ R. L’application R2 → R2, (x, y) 7→
(
x cos θ − 2y exp

(
θ2
)
, θ
5x+ y sin2 θ

)
est-elle linéaire ?

2 Sous-espaces et applications linéaires

Démontrer, sans aucun calcul, que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de R4 — on pourra les
voir comme noyaux ou images d’applications linéaires que l’on explicitera. [Supplément d’âme, pour s’entrâıner
encore : calculer leurs dimensions.]

2.1) A =
{
(x, y, z, t) ∈ R4, x+ 2y − 3t = 0

}
2.2) B =

{
(x, y, z, t) ∈ R4, ∃u ∈ R, x = −u, y = 3

2u, z = 0, t = πu
}

2.3) B =
{
(x, y, z, t) ∈ R4, 2x− y + z − 3t = 0 et x+ z = 0

}
2.4) B =

{
(x, y, z, t) ∈ R4, x+ y = 0, 2x− y − z = 0, y + 4t = 0, x− y + z − 2t = 0, x− 2z + t = 0

}
2.5) B =

{
(x, y, z, t) ∈ R4, ∃(u, v) ∈ R2, x = 2u+ v, y = u− 2v, z = u, t = −2v

}
2.6) B =

{
(x, y, z, t) ∈ R4, ∃u, v ∈ R, z = u

}
3 Equations paramétriques ou cartésiennes de sous-espaces

Dans les situations ci-dessous, V est un espace vectoriel réel, B une base de V et W un sous-espace vectoriel de V .
Donner une équation paramétrique, une équation cartésienne de W et la dimension de W .
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3.1) V = M5,1 (R), B est la base canonique de V et une équation paramétrique de W est
x1 = 2t1 + 3t2 − t3
x2 = 3t1 − t2 + 2t3
x3 = −t1 + 2t2 + 3t3
x4 = t1 + 2t3
x5 = 2t1 + 5t3,

où t1, t2 et t3 sont les paramètres.

3.2) V = R5, B est la base canonique de V et une équation cartésienne de W est x1 + x3 + x5 = 0
x2 + x3 − x5 = 0
x1 + x2 + 4x5 = 0.

3.3) V = M3 (R), B est la base canonique de V et W est le sous-espace des matrices magiques de somme nulle
(les sommes des trois lignes et des trois colonnes sont nulles).

3.4) V = M3 (R), B est la base canonique de V et W est le sous-espace des matrices symétriques.

3.5) Soit J =

(
1 1
0 1

)
. On prend V = M2 (R), B est la base canonique de V et W = {M ∈ V, JM = MJ}.

4 Applications linéaires injectives, surjectives ou bijectives, rang

4.1) Dans toutes les situations suivantes, étudier le noyau, l’injectivité, l’image, la surjectivité, la bijectivité et le
rang de l’application linéaire f .

(i) On note P l’espace des applications polynomiales R → R pour les lois usuelles. Prendre pour f l’application
P → P, P 7→ P ′ où P ′ désigne l’application dérivée de P .

(ii) Dans les conditions de la question précédente, prendre pour f l’application P 7→ P ′ − P .

(iii) f : R3 → R3, (x, y) 7→ (2x+ y + z, x+ 2y + z, x+ y + 2z).

(iv) f est l’application linéaire R3 → R4 dont la matrice dans les bases canoniques de R3 et de R4 est



0 −1 2
1 0 2
1 1 1
−2 1 0


.

(v) f est l’application linéaire R3 → R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est M =


2 1 −1
−6 −3 3
4 2 −2

.

(vi) f est l’application linéaire R3 → R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 est la transposée de M .

(vii) On note (e1, e2, e3, e4) la base canonique de R4. Ici, f est l’application linéaire f : R4 → R4 qui vérifie
f (e1) = e2, f (e2) = e1, f (e3) = e4 et f (e4) = e3.

(viii) Même question avec f (e1) = e2, f (e2) = e4, f (e3) = e3 et f (e4) = e1.

(ix) On note u1 =

1
1
1

, u2 =

1
2
4

 et u3 =

1
3
9

. Montrer que (u1, u2, u3) est une base de M3,1 (R). Ici, f est

l’application linéaire f : R3 → R2 définie par f (u1) =

(
0
1

)
, f (u2) =

(
1
1

)
et f (u3) =

(
1
−1

)
.

4.2) Soient E, F et G trois espaces vectoriels réels, f ∈ Hom(E,F ) et g ∈ Hom(F,G). Montrer que

rg (g ◦ f) ≤ min {dim(E), rg(f), rg(g)} .
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5 Produit matriciel

5.1) Soit A =

(
a c
b d

)
∈ M2 (R). Montrer que

A2 − (a+ d)A+ (ad− bc)I2 = O2,

où O2 désigne la matrice nulle. En déduire que A est inversible si, et seulement si ad− bc ̸= 0.

5.2) Des gammes

On note A =

1 −2 3
4 5 6
2 1 0

, B =

 1 −1 −1
−2 1 2
3 1 4

, C =

1
1
0

, D =

a 0 0
0 b 0
0 0 c

, E =

1 2
2 1
3 3

, L =
(
1 −1 1

)
,

où a, b, c ∈ R.
Calculer, lorsque cela est possible, les matrices suivantes :

(i) AB, BA, A2, B2, (A+B)2, A2 + 2AB +B2

(ii) LC, CL, AC, LA

(iii) A+ E, AE, EA, EtA

(iv) AD, DA en retenant l’effet de la multiplication à droite ou à gauche par une matrice diagonale, qui a un
intérêt algorithmique dont il sera question en cours.

5.3) Encore des gammes
Lorsque les matrices suivantes sont inversible, calculer leurs inverses.

(i) A =

(
1 1
1 0

)
, B =

(
1 −1
−1 1

)
, C =

(
1 2
3 4

)
, R =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
et S =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)
où θ ∈ R.

(ii) D =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

, E =

1 0 1
0 1 1
1 1 0

, F =

1 2 7
0 −1 3
0 0 −1

, G =

1 0 0
b a 0
0 b a

 où a, b ∈ R.

5.4) Introduction au Vandermonde

Soient V =

1 a a2

1 b b2

1 c c2

, D =

b− c 0 0
0 a− c 0
0 0 a− b

 et W =

 bc −ac ab
−(b+ c) a+ c −(a+ b)

1 −1 1

 où a, b, c ∈ R.

(i) Calculer WDV .

(ii) En déduire que V est inversible si, et seulement si a, b et c sont distincts ; calculer alors l’inverse de V .

5.5) Soit A =


1 0 2 0
0 1 0 2
2 0 1 0
0 2 1 0

. Montrer que (A + I4)
2(A − 3I4)

2 = O4, où O4 désigne la matrice 4 × 4 nulle.

Développer ce produit, en déduire que A est inversible et calculer l’inverse de A en fonction de I4, A, A2 et A3.

5.6) On suppose qu’une matrice carrée M ∈ Mn (R) vérifie une égalité du type

Md + ad−1M
d−1 + · · ·+ a2M

2 + a1M + a0In = On

où a0, . . . , ad−1 ∈ R avec a0 ̸= 0 et où On désigne la matrice nulle de Mn (R). Montrer que M est inversible.

5.7) Applications de la question précédente

(i) Montrer que R = 1
4

 −2 −2
√
3 2

√
3

−3 +
√
3 1−

√
3 3 +

√
3

−3−
√
3 3−

√
3 1 +

√
3

 est inversible.

[Sans se décourager, on calculera la puissance troisième de R.]
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(ii) Soient a, b ∈ R et C =

0 0 1
1 0 a
0 1 b

. Montrer que C3 = bC2 + aC + I3. En déduire que C est inversible, pour

tous a, b ∈ R.

6 Projecteurs et projections, même combat

Soient V un espace vectoriel et f ∈ End(V ).

6.1) On suppose que B est une base de V et que MatB(f) =
1
6

 5 −1 −2
−1 5 −2
−2 −2 2

. Montrer que f ◦ f = f . Calculer

le noyau et l’image de f et montrer qu’ils forment deux sous-espaces supplémentaires de V .

6.2) On suppose que f◦f = f — on appelle un tel endomorphisme un projecteur. Montrer que im(f)∩ker(f) = {0}
et en déduire que V = ker(f) ⊕ im(f). Montrer aussi que im(f) = ker (f − idV ). En déduire qu’il existe deux
sous-espaces supplémentaires W et W ′ de V tels que pour tous (v, w,w′) ∈ V ×W ×W ′,

v = w + w′ =⇒ f(v) = w.

6.3) Si V = W ⊕W ′ où W et W ′ sont deux sous-espaces supplémentaires de V , on dit que f est la projection sur
W parallèlement à W ′ lorsque f(w+w′) = w, pour tout (w,w′) ∈ W ×W ′ — bien noter que cette définition n’a de
sens que parce que la somme est directe. Montrer que f est une projection si, et seulement si f est un projecteur.

6.4) Soient W et W ′ deux sous-espaces supplémentaires de V . Soient p la projection sur W parallèlement à W ′

et q la projection sur W ′ parallèlement à W . Montrer que

p ◦ p = p, q ◦ q = q, p ◦ q = q ◦ p = 0 et p+ q = idV

— on a noté 0 l’endomorphisme nul.

6.5) Dans les conditions de la question précédente, on note (w1, . . . wd) une base de W et (w′
1, . . . w

′
d′) une base

de W ′. Montrer que B = (w1, . . . wd, w
′
1, . . . w

′
d′) est une base de V et calculer

MatB(p) et MatB(q).

6.6) Dans R3, soient A =
{
(x, y, z) ∈ R3, x+ y + 2z = 0

}
et B = Vect {(1, 0, 1)}. Montrer que A et B sont deux

sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3. On note p la projection sur A parallèlement à B.

(i) Si (x, y, z) ∈ R3, en notant (x′, y′, z′) = p ((x, y, z)), calculer x′, y′ et z′ en fonction de x, y et z (on pourra
résoudre les équations fournies par les relations (x′, y′, z′) ∈ A et (x′, y′, z′)− (x, y, z) ∈ B). Quel est le rang de p ?

(ii) Calculer la matrice P de p dans la base canonique de R3.

(iii) Calculer la matrice Q de la projection sur B parallèlement à A dans la base canonique de R3 et vérifier que
P 2 = P , Q2 = Q, PQ = QP = O3 et P +Q = I3.

6.7) En adoptant les définitions de l’exercice 7, on note s la symétrie par rapport à W parallèlement à W ′, et p
la projection sur W parallèlement à W ′. Montrer que idV +s = 2p.

7 Les involutions linéaires sont les symétries

Soient V un espace vectoriel réel, W et W ′ deux sous-espaces supplémentaires de V . Autrement dit, V = W ⊕W ′.

7.1) La symétrie par rapport à W parallèlement à W ′ est l’application s : V → V définie par

∀v, w,w′ ∈ V ×W ×W ′, v = w + w′ =⇒ s(v) = w − w′. (1)

Montrer pourquoi l’hypothèse V = W ⊕ W ′ garantit que (1) définit bien une application et montrer que s est
linéaire.
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Faire une dessin de l’effet de s lorsque V est un plan vectoriel et W et W ′ des droites de V . Idem lorsque dimV = 3,
dimW = 2 et (donc) dimW ′ = 1.

7.2) Soit s la symétrie par rapport à W parallèlement à W ′.

(i) Montrer que s ◦ s = idV — on dit que s est une involution.

(ii) En déduire que s est un automorphisme de V .

(iii) Calculer ker (s− idV ) et ker (s+ idV ).

7.3) Soit s : V → V une application linéaire involutive (i.e. telle que s2 = idV ).

(i) Montrer que ker (s− idV ) et ker (s− idV ) sont deux sous-espaces vectoriels de V et qu’ils sont supplémentaires.

(ii) En déduire que s est la symétrie par rapport à ker (s− idV ) parallèlement à ker (s+ idV ).

7.4) Soit s la symétrie par rapport à W parallèlement à W ′. On note (w1, . . . wd) une base de W et (w′
1, . . . w

′
d′)

une base de W ′. Montrer que B = (w1, . . . wd, w
′
1, . . . w

′
d′) est une base de V et calculer MatB(s).

7.5) Soit f, g : R3 → R3 les deux applications linéaires dont les matrice dans la base canonique C de R3 sont

MatC(f) =
1

9

 8 −4 −1
−4 −7 −4
−1 −4 8

 et MatC(g) =
1

15

−14 2 −1
2 −11 −2
−1 −2 2

 .

Montrer que f et g sont des symétries ; calculer leurs axes et leurs directions.

7.6) Dans les deux situations de la question précédente, en appelant A l’axe de la symétrie et D sa direction,
trouver des bases de A et de D ; on nomme B la base de R3 obtenue en accolant la base choisie de A à celle de D.
Ecrire la matrice de passage P de B vers la base canonique de R3 et retrouver le résultat de la question 4) : calculer
la matrice de la symétrie dans cette nouvelle base B et conjuguer la matrice de la symétrie de façon bien choisie.

7.7) En adoptant les définitions de l’exercice 6, on note s la symétrie par rapport à W parallèlement à W ′, et p
la projection sur W parallèlement à W ′. Montrer que idV +s = 2p.

8 Indépendance de formes linéaires

8.1) On note a, b et c les trois formes linéaires sur R3 suivantes : ∀(x, y, z) ∈ R3,

a(x, y, z) = x− y + z, b(x, y, z) = x− z et c(x, y, z) = x+ y.

Dans l’espace dual
(
R3

)∗
= Hom

(
R3,R

)
, les vecteurs a, b et c sont-ils linéairement indépendants ?

8.2) On note dx, dy et dz les formes coordonnées de la base canonique de R3. Autrement dit, pour tous
(x, y, z) ∈ R3, dx(x, y, z) = x, dy(x, y, z) = y et dz(x, y, z) = z. Montrer que (dx, dy, dz) est une base de

(
R3

)∗
.

On l’appelle base canonique de
(
R3

)∗
. Calculer les coordonnées de a, b et c dans la base canonique de

(
R3

)∗
.

8.3) Dans les cas suivants, calculer la dimension du sous-espace de
(
R3

)∗
engendré par les formes linéaires ℓ1, . . . ℓn

et calculer la dimension de l’intersection des hyperplans dont les ℓk sont des équations.

(i) n = 2, ℓ1(x, y, z) = x+ y + z, ℓ2(x, y, z) = x− y + z

(ii) n = 3, ℓ1 = dy + dz, ℓ2 = dz + dx, ℓ3 = dx+ dy

(iii) n = 3, ℓ1(x, y, z) = x+ y + z, ℓ2(x, y, z) = x− y + z, ℓ3(x, y, z) = x+ 3y + z

(iv) n = 4, ℓ1(x, y, z) = x+ y − z, ℓ2(x, y, z) = x− y + z, ℓ3(x, y, z) = −x+ y + z, ℓ4(x, y, z) = x+ y + z

(v) n = 4, ℓ1 = 2dx+ dz, ℓ2 = dx− dy, ℓ3 = −dx− 3dy − 2dz, ℓ4 = dx+ dy + dz

9 Matrices d’applications linéaires dans des bases variées

Dans tous les cas suivants, calculer MatB,B′(f).
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(i) f : M2,1 (R) → M2,1 (R),
(
x
y

)
7→

(
y
x

)
, B et B′ sont égales à la base canonique de M2,1 (R).

(ii) f : R3 → R2, (x, y, z) 7→ (2x− z, 3x− 4y+ z), B est la base canonique de R3 et B′ est la base canonique de R2.

(iii) f : M4,1 (R) → M2,1 (R),


x
y
z
t

 7→
(
x
y

)
, B =



1
1
0
0

 ,


0
1
1
0

 ,


0
0
1
1

 ,


0
0
0
1


 et B′ est la base canonique de R2.

(iv) f : R2 → R3, (x, y) 7→ (−x+2y, 3x−3y,−y), B est la base canonique de R2 et B′ = (1, 2, 0), (−2, 1, 0), (0, 0, 1)).

(v) f : M3,1 (R) → M3,1 (R) est l’application identique, B =

1
0
0

 ,

1
1
0

 ,

1
1
1

 et B′ =

1
1
1

 ,

0
1
1

 ,

0
0
1

.

(vi) f : R2 → R3 est l’application linéaire telle que MatC,C′ =

 2 1
−1 0
−1 2

 où les bases C et C′ sont C = ((2, 1), (1, 1))

et C′ = ((0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0)), B est la base canonique de R2 et B′ est la base canonique de R3.

10 Trouver des coordonnées

Soit v = (1, 2, 3) ∈ R3. Dans tous les cas suivants, montrer que B est une base de R3 et calculer les coordonnées
de u dans B, en utilisant une matrice de passage.

(i) B = ((1, 1, 0), (0, 1,−1), (0, 0, 1)).

(ii) B = ((0, 0,−1), (0,−1, 0), (−1, 0, 0)).

(iii) B = ((1, 1, 1), (1, 2, 3), (1, 2, 2)).

(iv) B = ((1,−1, 0), (0, 1,−2), (1, 0, 1)).

11 Vers la dualité : deux formules opératoires

Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie d ≥ 1 et (e1, . . . , ed) une base de V . On note e∗k la ke forme
coordonnée relative à la base (e1, . . . , ed).

11.1) Montrer que (e∗1, . . . , e
∗
d) est une base de V

∗. On l’appelle classiquement la base duale de la base (e1, . . . , ed).

11.2) Montrer que pour tout v ∈ V ,

v =

d∑
k=1

e∗k(v)ek.

11.3) Montrer que pour toute ℓ ∈ V ∗,

ℓ =

d∑
k=1

ℓ(ek)e
∗
k.

A noter
Lorsque (v, ℓ) ∈ V × V ∗, on note parfois ℓ(v) = ⟨v, ℓ⟩. Les formules duales démontrées ci-dessus s’écrivent alors :

idV =

d∑
k=1

⟨·, e∗k⟩ek et idV ∗ =

d∑
k=1

⟨ek, ·⟩e∗k

— exercice : préciser les notations.
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12 Quelques centralisateurs

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2. Pour tout A ∈ Mn (R), on note

CA = {M ∈ Mn (R) , AM = MA} .

12.1) Montrer (sans calcul) que CA est un sous-espace vectoriel de Mn (R) et que si B ∈ R∗A, alors CB = CA.
12.2) En considérant la matrice In, montrer que dim CA ≥ 1, pour tout A ∈ Mn (R). En remarquant que A ∈ CA,
montrer que dim CA ≥ 2, pour tout A ∈ Mn (R).
[Pour cette deuxième inégalité, on pourra discuter selon que A est colinéaire à In ou non.]

12.3) Montrer que si A et une matrice diagonale dont tous les coefficients sont distincts, alors dim CA = n et
donner une base de CA.

12.4) On suppose que n = 3 et A =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

. Montrer que dim CA = 3 et calculer une base de CA.

12.5) On suppose que n = 3 et A =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

. Montrer que dim CA = 5 et calculer une base de CA.

12.6) Montrer que lorsque n = 2, alors dim CA = 2 si, et seulement si A /∈ RI2.
[On pourra prendre une matrice A =

(
a c
b d

)
quelconque et discuter selon ses coefficients, en commençant par le cas générique bc ̸= 0).]

13 De la trace

On rappelle, c’est du cours, que la trace d’une matrice carrée M = (mi,j)1≤i,j≤n est la somme de ses coefficients
diagonaux :

Tr(M) =

n∑
k=1

mk,k

et que l’application Tr : Mn (R) → R, M 7→ TrM est une forme linéaire.

13.1) Montrer que pour toutes A,B ∈ Mn (R), Tr(AB) = Tr(BA).

13.2) En déduire (avec minutie) que deux matrices semblables ont la même trace.

13.3) Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Montrer que deux matrices d’un même endomorphisme
f ∈ End(V ) ont la même trace — on prend la même base de V au départ et à l’arrivée. On définit ainsi la trace
de f comme étant la trace commune à toutes les matrices qui représentent f .

13.4) Pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}, on note Ei,j la matrice dont tous les coefficients sont nuls excepté celui de la ie

ligne et de la je colonne qui vaut 1. Soit A ∈ Mn (R). Montrer que(
∀M ∈ Mn (R) , Tr(AM) = 0

)
⇐⇒

(
∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 , Tr (AEi,j) = 0

)
.

13.5) Soit A ∈ Mn (R). Montrer que HA = {M ∈ Mn (R) , Tr(AM) = 0} est un sous-espace vectoriel de Mn (R)
et que dimHA = n− 1 si, et seulement si A ̸= On, où On désigne le zéro de l’espace Mn (R).

13.6) On note Mn (R)∗ l’espace dual de l’espace vectoriel Mn (R). Pour toute A ∈ Mn (R), on note tA la forme
linéaire

tA : Mn (R) −→ R
M 7−→ Tr(AM).

Montrer que l’application
Φ : Mn (R) −→ Mn (R)∗

A 7−→ tA
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est linéaire et bijective.

13.7) Est-il vrai que pour toute forme linéaire ℓ ∈ Mn (R)∗, il existe A ∈ Mn (R) telle que

∀M ∈ Mn (R) , ℓ(M) = Tr(AM) ?

13.8) Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Est-il vrai que pour toute forme linéaire ℓ ∈ End(V )∗, il
existe a ∈ End(V ) tel que

∀f ∈ End(V ), ℓ(f) = Tr (a ◦ f) ?

13.9) Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie. Est-il vrai que pour toute forme linéaire ℓ ∈ End(V )∗, il
existe b ∈ End(V ) tel que

∀f ∈ End(V ), ℓ(f) = Tr (f ◦ b) ?

14 Formes linéaires sur les polynômes

Pour tout entier naturel n, on note Rn[x] l’espace vectoriel réel des applications polynomiales R → R nulle ou dont
le degré est inférieur ou égal à n. Ainsi, f ∈ Rn[x] si, et seulement s’il existe a0, . . . , an ∈ R tels que

∀x ∈ R, f(x) =

n∑
k=0

akx
k.

14.1) Se rappeler, mémoire de lycén·ne, pourquoi il suffit qu’une application polynomiale soit nulle sur l’intervalle
[0, 1] pour qu’elle soit nulle. Calculer la dimension de l’espace vectoriel Rn[x], pour tout n ∈ N.

14.2) Soit n ∈ N. Pour tout P ∈ Rn[x], on note ip l’application

iP : Rn[x] −→ R

Q 7−→
∫ 1

0

P (x)Q(x)dx.

Soit P ∈ Rn[x]. Quelles propriétés de l’intégrale assurent que iP est une forme linéaire sur Rn[x] ? Montrer que
iP = 0 si, et seulement si P = 0.

14.3) Montrer que l’application Rn[x] → Rn[x]
∗, P 7→ iP est linéaire et bijective.

14.4) Montrer que pour toute forme linéaire ℓ : Rn[x] → R, il existe P ∈ Rn[x] telle que

∀Q ∈ Rn[x], ℓ(Q) =

∫ 1

0

P (t)Q(t)dt.

15 Dual d’un espace de dimension infinie

On note R[x] l’espace vectoriel réel des applications polynomiales R → R. Ainsi, f ∈ R[x] si, et seulement s’il
existe n ∈ N et a0, . . . , an ∈ R tels que

∀x ∈ R, f(x) =

n∑
k=0

akx
k.

15.1) Pour tout n ∈ N∗, par abus de langage, on note xn l’application polynomiale x 7→ xn ; on note aussi x0

l’application constante x 7→ 1. Montrer que la famille ordonnée (xn)n∈N est une base de R[x].
[On rappelle qu’une partie G d’un espace vectoriel en est une famille génératrice lorsque tout vecteur de l’espace est une combinaison linéaire

(sous-entendu : d’un ensemble fini) de vecteurs de G. De même une famille L de l’espace en est une famille libre lorsque toute relation linéaire

entre (sous-entendu : un ensemble fini de) vecteurs de L est nécessairement triviale.]
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15.2) Quels sont les arguments précis qui montrent que pour tout a ∈ R, l’application

δa : R[x] −→ R
P 7−→ P (a)

est une forme linéaire ?

15.3) Soient n ∈ N∗ et a, a1, . . . an des nombres réels distincts. Trouver une application polynomiale P qui vérifie :
P (a) = 1 et P (ak) = 0, pour tout k ∈ {1, . . . , n}.
15.4) Montrer que la famille (δa)a∈R est libre.

15.5) Regrouper tous les arguments qui précèdent pour montrer que R[x] est un espace vectoriel de dimension
(infinie) dénombrable alors que son dual R[x]∗ est de dimension infinie non dénombrable.

16 Noyau et image prescrites

Soient V un espace vectoriel (réel) de dimension finie, I et N deux sous-espaces vectoriels de V . Montrer qu’il
existe un endomorphisme f de V tel que I = im(f) et N = ker(f) si, et seulement si dim I + dimN = dimV .

17 Cas d’égalité du noyau et de l’image

Soient V un espace vectoriel (réel) de dimension finie et f ∈ End(V ). Montrer que les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) ker(f) = im(f)

(ii) f ◦ f = 0 et dim(V ) = 2 rg(f).

18 Rang d’une composée

SoientX, Y et Z trois espaces vectoriels réels de dimensions finies, f ∈ Hom(X,Y ), g ∈ Hom(Y,Z). Schématiquement,

X
f−→Y

g−→Z.

18.1) Prouver que ker(f) est un sous-espace vectoriel de ker(g ◦ f). Soit alors S un sous-espace supplémentaire
de ker(f) dans ker(g ◦ f), c’est-à-dire trel que ker(g ◦ f) = S ⊕ ker(f). Montrer que

f(S) = im(f) ∩ ker(g).

18.2) En déduire que
dimker(g ◦ f) = dimker(f) + dim im(f) ∩ ker(g)

et que
rg(f) = rg(g ◦ f) + dim im(f) ∩ ker(g).

18.3) Déduire de la question précédente que

rg(g) = rg(g ◦ f) + dimF − dim (im f + ker g) .

18.4) Montrer les inégalités

max {0, rg(f) + rg(g)− dimF} ≤ rg(g ◦ f) ≤ min {rg(f), rg(g)} .
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19 Interpolation de Lagrange

Soit n un entier naturel non nul. On note Rn[x] l’espace vectoriel des fonctions polynomiales nulles ou de degré
inférieur ou égal à n.

19.1) Soient a0, . . . , an ∈ R, distincts. En reprenant les notations de l’exercice 15, montrer que (δa0 , . . . δan) est
une base de l’espace dual Rn[x]

∗.

19.2) Soient a0, . . . , an ∈ R, distincts et b0, . . . , bn ∈ R. Montrer qu’il existe une unique fonction polynomiale P ,
nulle ou de degré inférieur ou égal à n telle que

∀k ∈ {0, . . . , n} , P (ak) = bk.

19.3) Dans les conditions de la question précédentes, montrer que P a la forme explicite suivante : ∀x ∈ R,

P (x) =

n∑
k=0

bk
∏

j∈{0,...,n}\{k}

x− aj
ak − aj

.

20 Cas où noyau et image sont supplémentaires

Soient V un espace vectoriel (réel) et f ∈ End(V ).

20.1) Montrer que ker(f) ∩ im(f) = (0) si, et seulement si ker (f ◦ f) = ker(f).

20.2) Montrer que ker(f) + im(f) = V si, et seulement si im (f ◦ f) = im(f).

20.3) On suppose que V est de dimension finie. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) V = ker(f)⊕ im(f) ;

(ii) ker (f ◦ f) = ker(f) ;

(iii) im (f ◦ f) = im(f).
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