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Feuille d’exercices numéro 2

1 Sous-espaces vectoriels

1.1) Soient V un espace vectoriel réel et W une partie de V . Montrer que les assertions (i), (ii) et (iii) suivantes
sont équivalentes.

(i) W est un sous-espace vectoriel de V

(ii) (a) W est non vide
(b) W est stable pour l’addition, c’est-à-dire que ∀v, w ∈ W , v + w ∈ W
(c) W est stable pour la loi externe, c’est-à-dire que ∀v ∈ W , ∀x ∈ R, x · v ∈ W

(iii) (a) 0V ∈ W
(b) W est stable par combinaisons linéaires, c’est-à-dire que ∀v, w ∈ W , ∀x, y ∈ R, xv + yw ∈ W .

1.2) Soient V et W deux sous-espaces vectoriels d’un même espace vectoriel réel U . Montrer que V ∪W est un
sous-espace vectoriel de U si, et seulement si V ⊆ W ou W ⊆ V .

1.3) Dans les situations qui suivent, le sous-ensemble A du R-espace vectoriel V en est-il un sous-espace vectoriel ?

(i) V = R2 et A = {(x, y) ∈ V, x− 3y = 0} (ii) V = R3 et A = {(x, y, z) ∈ V, x− 3y + 4z = 0}

(iii) V = M2,1 (R) et A =

{(
x
y

)
∈ V, x− 3y = −7

}
(iv) V = M3,1 (R) et A =


x
y
z

 ∈ V, x− 3y = 0


(v) V = R2 et A =

{
(s, t) ∈ V, s2 − t2 = 0

}
(vi) V = R3 et A =

{
(u, v, w) ∈ V, u2 − 3v3 + uw = 0

}
(vii) V = R4 et A =

{
(a, b, c, d) ∈ R4, a− b+ c− d = 0 et a+ 2c = 0

}
(viii) V = R3 et A =

{
(x, y, z) ∈ V, (x− y)2 + (y + z)2 = 0

}
(ix) V = R3 et A =

{
(x, y, z) ∈ V, (x− y)2 + (y + z)2 = 1

}
(x) V = R3 et A =

{
(x, y, z) ∈ V, (x− y)2 + (y + z)2 = −1

}
(xi) V = R3 et A =

{
(u, v, w) ∈ V, u2 + v2 + w2 − 2vw = 0

}
1.4) On note F l’espace vectoriel réel des applications R → R pour les lois usuelles. Les sous-ensembles suivants
de F en sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

(i) A = {f ∈ F , f(3) = 0} (ii) B = {f ∈ F , f(π) = −1} (iii) C = {f ∈ F , ∀x ∈ [−1, 1], f(x) = 0}
(iv) D =

{
f ∈ F , f

(
22
7

)
= 0 et ∀x ∈ Z, f(x) = 0

}
(v) E = {f ∈ F , est dérivable et f ′ = 2f}

(vi) F = {f ∈ F , est dérivable et ∀x ∈ R, f ′(x)− 2f(x) = sinx}
(vii) G = {f ∈ F , est dérivable deux fois et f ′′ − f = 0}

(viii) H = {f ∈ F , ∀t ∈ R, f(−t) = −f(t)} (ix) I =

{
f ∈ F , f est continue et

∫ 2

−1

f(s)ds = 0

}
(x) J =

{
f ∈ F , f est continue et

∫ 2

1

f(s)ds =
1

2

}
(xi) K = {f ∈ F , ∀x ∈ R, f(x+ 1) = f(x)}

(xii) L = {f ∈ F , ∃T > 0, ∀x ∈ R, f(x+ T ) = f(x)}
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[NB : l’exercice (xii) est plus difficile. La réponse est non. Montrer par exemple que la somme de la fonction sinus et de la fonction x 7→ sin (2πx)

n’est pas périodique en dérivant deux fois une hypothétique T -périodicité.]

1.5) On note U l’espace vectoriel réel des suites de nombres réels pour les lois usuelles. Les sous-ensembles suivants
de U en sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

(i) A =
{
(un)n∈N , ∀n ∈ N, un+1 − 2un = 1

}
(ii) B =

{
(un)n∈N , ∀n ∈ N, un+1 − 2u2

n = 0
}

(iii) C =
{
(un)n∈N , ∀n ∈ N, un+1 − 2un = 0

}
(iv) D =

{
(un)n∈N , ∀n ∈ N, un+2 = un+1 − 2un

}
(v) E = {u ∈ U , u est croissante} (vi) F =

{
(un)n∈N , , ∀n ∈ N, un+6 = un

}
(vii) G =

{
(un)n∈N , ∃T ∈ N∗, ∀n ∈ N, un+T = un

}
1.6) Soit d ∈ N∗. La trace d’une matrice carrée M = (mi,j)1≤i,j≤d ∈ Md (R) en est la somme de ses éléments
diagonaux :

Tr (M) =

d∑
k=1

mkk.

(i) Montrer que pour toutes M,N ∈ Md (R) et pour tout x ∈ R,

Tr (M +N) = Tr (M) + Tr (N) et Tr (xM) = xTr (M) .

(ii) L’ensemble {M ∈ Md (R) , Tr (M) = 0} est-il un sous-espace vectoriel de Md (R) ?

(iii) L’ensemble
{
(M,N) ∈ Md (R)2 , Tr (M)− 2Tr (N) = 0

}
est-il un sous-espace vectoriel de Md (R)2 ?

1.7) L’ensemble

M =

{(
a b c
d e f

)
∈ M2,3 (R) , a+ b+ c = d+ e+ f = a+ d = b+ e = c+ f = 0

}
est-il un sous-espace vectoriel de M2,3 (R) ? En donner trente-six éléments non nuls. Montrer que parmi les
équations qui définissent M , au moins une est redondante et pourrait être enlevée dans la définition de M .

2 Sous-espaces vectoriels engendrés

2.1) Le sous-espace vectoriel de R4 engendré par (−1,− 1
2 , 0,−1) et (3, 0,−3, 3) est-il contenu dans{

(x, y, z, t) ∈ R4, x− 2y + z = 0, x = t
}

?

2.2) Les trois vecteurs

(
1
1
−1
−1

)
,

(
1
3
0
0

)
et

(−1
0
0
1

)
sont-ils tous dans le sous-espace vectoriel de M4,1 (R) engendré par(

1
2
−1
0

)
,

(
0
1
2
−1

)
et

(−1
0
1
2

)
?

2.3) On note C l’espace vectoriel des applications R → R continues muni des lois usuelles. On note ℓ, m et n les
éléments suivants de C :

ℓ : R → R
x 7→ cos2 x

m : R → R
x 7→ cos (2x)

n : R → R
x 7→ 1

L’application ℓ est-elle dans le sous-espace vectoriel de C engendré par m et n ?

2.4) On note S l’espace vectoriel des suites de nombres réels pour les lois usuelles. Le sous-espace vectoriel de S
engendré par les suites géométriques de raisons −1+

√
5

2 et −1−
√
5

2 est-il contenu dans{
(un)n∈N , ∀n ∈ N, un+2 = −un+1 + un

}
?
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2.5) Soient U , V et W trois sous-espaces d’un même espace vectoriel réel. Parmi les quatre inclusions suivantes,
lesquelles sont-elles vraies ?

(i) (U + V ) ∩W ⊆ U ∩W + U ∩W (ii) (U + V ) ∩W ⊇ U ∩W + U ∩W

(iii) U + (V ∩W ) ⊆ (U + V ) ∩ (U +W ) (iv) U + (V ∩W ) ⊇ (U + V ) ∩ (U +W )

3 Indépendance linéaire, génération de sous-espaces

3.1) Dans R4, étudier si les familles suivantes sont libres ou liées.

(i) (2, 3, 0, 5), (0, 1, 0, 4), (1, 1, 0, 2)

(ii) (−5, 2, 8,−16), (−5, 3, 17,−14), (1, 1, 11, 6)

(iii) (0, 1, 2,−1), (1, 2,−1, 0), (0, 2,−1, 1), (4, 6, 1, 3)

3.2) On considère les vecteurs w1 = (1, 2, 1, 0), w2 = (−1, 1, 1, 1), w3 = (2,−1, 0, 1) et w4 = (2, 2, 2, 2). Ces
vecteurs engendrent-ils R4 ?

3.3) Soit E =
{
(x, y, 0) ∈ R3, x ∈ R, y ∈ R

}
. Donner un système générateur de E.

3.4) Soit F =
{
(u+ v, u, v) ∈ R3, u ∈ R, v ∈ R

}
. Donner un système générateur de F .

3.5) Soient α, β ∈ R. Soient A, B, C, D et E les vecteurs de R4 suivants :

A = (α,−α, β,−β) , B = (α,−α, β, β) , C = (β, β, α, α) , D = (β,−β, α, α) , E = (1, 1, 1, 1) .

(i) Trouver une relation linéaire entre A, B, C, D et E.
Réponse : on trouve βB + (α + β)C − αD − β(α + β)E = 0.

(ii) Donner une condition nécessaire et suffisante sur α et β pour que la famille {A,B,C,D} soit libre.

3.6) Soient u, v et w trois vecteurs d’un espace vectoriel V . Les deux propriétés suivantes sont-elles équivalentes ?

(i) u, v et w sont linéairement dépendants

(ii) u est une combinaison linéaire de v et w

Dans le cas contraire, établir si (i) implique (ii) ou si (ii) implique (i).

3.7) Soient u, v et w trois vecteurs d’un espace vectoriel V . Les trois propriétés suivantes sont-elles équivalentes ?

(i) u, v et w sont linéairement indépendants

(ii) u n’est pas combinaison linéaire de v et w

(iii) u, v et w sont deux à deux linéairement indépendants

Dans le cas contraire, établir toutes les implications vraies entre ces assertions.

3.8) Soient x, y et z trois vecteurs linéairement indépendants d’une espace vectoriel réel. Existe-t-il des réels tous
non nuls a, b, c, d, e et f tels que la famille

{ax+ by, cy + dz, ez + fx}

soit liée ?

3.9) On note (e1, e2, e3) la base canonique de M3,1 (R) et γ un nombre réel. Soient

v1 = e2 + (1 + γ)e3, v2 = e3 + (1 + γ)e1, v3 = e1 + (1 + γ)e2.

A quelle condition sur γ la famille {v1, v2, v3} est-elle libre ?

3.10) Montrer que les applications

t 7→ t, t 7→ ln t, t 7→ 1

t2
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sont linéairement indépendantes dans l’espace usuel des applications R∗
+ → R.

3.11) Soient a et b deux nombres réels distincts. Montrer que les applications t 7→ eat et t 7→ ebt sont linéairement
indépendantes dans l’espace vectoriel usuel des applications R → R. Généraliser ce résultat au cas de trois fonctions
exponentielles, puis quatre, puis pour une famille quelconque d’applications du type t 7→ eut, u ∈ R.

3.12) Pour tout n ∈ N, on note Pn l’application R → R, x 7→ xn. Montrer que la famille {Pn, n ∈ N} est libre
dans l’espace usuel des applications réelles de la variable réelle.

3.13) Soit f : [0,+∞[→ [0,+∞[, x 7→ ln(1 + x). On note f1 = f et on définit fn par récurrence sur n ∈ N∗ par
la formule fn+1 = f ◦ fn. Montrer que f1 et f2 sont linéairement indépendantes. Plus généralement, montrer que
la famille {fn, n ∈ N∗} est libre.

3.14) Soient r et s deux nombres complexes distincts. Montrer que les suites géométriques (rn)n et (sn)n sont
linéairement indépendantes.

4 Bases, dimension

4.1) Dans les cas suivants, (u, v, w) est-il une base de R3 ?

(i) u = (−1, 1, 1), v = (1,−1, 1), w = (1, 1,−1)

(ii) u = (0, 1, 2), v = (2, 0, 1), w = (1, 2, 0)

(iii) u = (1, a, a2), v = (1, b, b2), w = (1, c, c2) où a, b et c sont des réels

4.2) Soient a, b, c et d les vecteurs suivants de R4 :

a = (1,−2, 1, 2), b = (1,−3, 1, 2), c = (2,−4, 3, 4), (1,−1, 2, 3).

(i) Montrer que (a, b, c, d) est une base de R4.

(ii) Calculer les coordonnées d’un vecteur quelconque (x, y, z, t) de R4 dans la base (a, b, c, d).

(iii) Calculer les coordonnées dans la base (a, b, c, d) des vecteurs de la base canonique de R4.

4.3) Soit a ∈ R. Quelle est la dimension du sous-espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs

(a+ 2, a, a− 2), (1, a,−1), et (a,−a, 1) ?

4.4) Soient V le sous-espace vectoriel de R3 engendré par (2, 3,−1) et (1,−1, 2). Soit W le sous-espace vectoriel
de R3 engendré par (3, 7, 0) et (5, 0,−7). Montrer que V = W et trouver une équation de cet hyperplan de R3.

4.5) On se place dans R4.

(i) On considère les vecteurs v1 = (1, 2, 0, 1), v2 = (2, 1, 3, 1) et v3 = (2, 4, 0, 2). Déterminer une base du sous-espace
vectoriel de R4 engendré par {v1, v2, v3}.
(ii) On considère les vecteurs w1 = (1, 2, 1, 0), w2 = (−1, 1, 1, 1), w3 = (2,−1, 0, 1) et w4 = (2, 2, 2, 2). Déterminer
une base du sous-espace vectoriel de R4 engendré par {w1, w2, w3, w4}.
(iii) Déterminer une base de la somme et une base de l’intersection des deux sous-espaces des questions précédentes.

4.6) Soient G =
{
(x, y, z) ∈ R3, x− 2y + z = 0

}
et H =

{
(x, y, z) ∈ R3, 2x− y + 2z = 0

}
. Donner des systèmes

générateurs finis de G et de H. Quelles sont les dimensions de G et de H ? Calculer la dimension de G ∩ H.
Calculer la dimension du sous-espace de R3 engendré par G ∪H.

4.7) L’ensemble des nombres complexes comme espace vectoriel réel
On rappelle, c’est du cours, que l’addition et la multiplication usuelles dans C font de C un espace vectoriel sur R.
(i) Donner cinq bases différentes de C sur R.
(ii) Soient u et v deux nombres complexes non nuls. Montrer que (u, v) est une base de C sur R si, et seulement si
u
v /∈ R.
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4.8) Pour tout d ∈ N, on note Rd[X] l’espace des applications polynomiales R → R nulles ou de degré inférieur
ou égal à d.

(i) Trouver une base de Rd[X] et calculer sa dimension.

(ii) Montrer que la famille
{
1, 1 + x, 1 + x+ x2, 1 + x+ x2 + x3

}
est une base de R3[X] (notations évidentes).

(iii) Plus généralement, pour tout n ∈ N, soit Qn une fonction polynomiale de degré n. Montrer que pour tout
d ∈ N, la famille {Qn, n ∈ {0, . . . , d}} forme une base de l’espace vectoriel Rd[X].

4.9) Calculer la dimension de l’espace vectoriel engendré par les applications R → R suivantes (notations
évidentes) : 1, cosx, sinx, sin 2x, cos 2x, sin2 x, cos2 x.

4.10) On note F (N,R) l’espace vectoriel usuel des suites à valeurs réelles.

(i) Montrer que l’ensemble des suites réelles vérifiant

∀n ∈ N, un+1 =
π

4
un

est un sous-espace vectoriel de F (N,R) et en donner une base.

(ii) Montrer que l’ensemble des suites réelles vérifiant

∀n ∈ N, un+2 = un+1 + 6un

est un sous-espace vectoriel de F (N,R) et en donner une base (on pourra raisonner en cherchant si l’espace contient
des suites géométriques).

4.11) Une matrice carrée M = (mi,j)1≤i,j≤d ∈ Md (R) est dite symétrique lorsque mi,j = mj,i pour tous (i, j).

Elle est dite antisymétrique lorsque mi,j = −mj,i pour tous (i, j).

(i) Montrer que l’ensemble des matrices symétriques est un sous-espace vectoriel deMd (R) et calculer sa dimension.

(ii) Montrer que les des matrices antisymétriques forment un sous-espace vectoriel deMd (R) ; calculer sa dimension.

(iii) Montrer que l’espace vectorielMd (R) est engendré par les matrices symétriques et les matrices antisymétriques.

(iv) On note Sd (R) le sous-espace des matrices symétriques et Ad (R) le sous-espace des matrices antisymétriques.
Est-il vrai que Md (R) = Sd (R)⊕Ad (R) ?

4.12) Carrés magiques
On appelle carré magique d’ordre 3 un tableau carré (matrice carrée 3 × 3) de neuf nombres réels tel que les
sommes des éléments de chaque ligne, de chaque colonne et de chaque diagonale soient égales à un même nombre ;
ce nombre est appelé somme du carré magique. On note C l’ensemble des carrés magiques et C0 l’ensemble des
carrés magiques de somme nulle.

(i) Donner des exemples de carrés magiques en essayant d’en construire des non triviaux. Comment être sûr des
les avoir tous ?

(ii) On considère un carré magique comme une matrice carrée, avec les opérations sur les matrices définies en cours.
En adoptant ce point de vue, montrer que C et C0 sont des espaces vectoriels.

(iii) Montrer que si A = (ai,j)1≤i,j≤3 est dans C0, alors a2,2 = 0. Trouver un système générateur de C0.

(iv) Montrer que si A = (ai,j)1≤i,j≤3 est un carré magique de somme s, alors 3a2,2 = s.

(v) On note [1] le carré magique dont tous les coefficients égalent 1, et D le sous-espace vectoriel de C engendré
par [1]. Montrer que toute matrice de C s’écrit de manière unique comme la somme d’un élément de C0 et d’un
élément de D.

(vi) Déduire de ce qui précède une façon de trouver tous les carrés magiques d’ordre 3. Quelle est la dimension
de C ?

(vii) Pour aller plus loin : généraliser tout cet exercice aux carrés magiques d’ordre d pour n’importe quel d ∈ N∗.

4.13) Relation de Grassmann
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Soient V et W deux sous-espaces vectoriels d’une espace vectoriel de dimension finie. On cherche à montrer la
relation de Grassmann qui affirme que

dim(V +W ) = dimV + dimW − dim(V ∩W ). (1)

(i) Se rappeler pourquoi V ∩W est un sous-espace de V , de W et de V +W . En appliquant deux fois le théorème
de la base incomplète, montrer qu’il existe des entiers naturels i, d et e et des vecteurs u1, . . . , ui, vi+1 . . . , vd,
wi+1, . . . we tels que :
- (u1, . . . ui) est une base de V ∩W ;
- (u1, . . . ui, vi+1, . . . , vd) est une base de V ;
- (u1, . . . ui, wi+1, . . . , we) est une base de W .

(ii) Montrer que, dans les conditions de la question précédente,

(u1, . . . ui, vi+1, . . . , vd, wi+1, . . . , we)

est une base de V +W .

(iii) Démontrer la relation de Grassmann (1).

4.14) On note F l’espace vectoriel des applications R → R. On note aussi P le sous-ensemble de F formé
des applications paires et I le sous-ensemble de F formé des applications impaires. Vérifier que P et I sont des
sous-espaces de F . Est-il vrai que F = P ⊕ I ?

Reprendre le même énoncé en remplaçant “applications” par “applications continues”, puis par “applications de
classe C1” et enfin par “applications polynomiales”.

4.15) Dans tous les cas suivants, trouver un sous-espace de R4 qui soit un supplémentaire de W (et même, dans
un second temps, les trouver tous).

(i) W =
{
(x, y, z, t) ∈ R4, x+ z − 2t = 0

}
(ii) W = R(0, 1, 1, 1) + R(1, 0, 1, 1) + R(1, 1, 0, 1)
(iii) W =

{
(x, y, z, t) ∈ R4, x+ z − 2t = 0 et y + z = 0

}
(iv) W est le sous-espace engendré par (−1, 1, 1, 1) et (1, 1,−1, 1)

(v) W est l’intersection des hyperplans d’équations x+ y = 0, y + z = 0, z + t = 0

(vi) W est la droite vectorielle R(1, 1, 1, 1)

4.16) Soient W1, W2 et W3 trois sous-espaces d’un espace vectoriel V . On suppose que V = W1+W2+W3. Est-il
vrai que V = W1 ⊕W2 ⊕W3 si, et seulement si W1 ∩W2 = {0}, W1 ∩W3 = {0} et W2 ∩W3 = {0} ?

4.17) Soient V un espace vectoriel réel, W , W1, W2 trois sous-espaces de V . Est-il vrai que

V = W1 ⊕W2 =⇒ W = (W ∩W1)⊕ (W ∩W2) ?
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