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Feuille d’exercices numéro 1

1 Diagrammes de Venn

Un diagramme de Venn est un dessin permettant de représenter des ensembles (abstraits) et leurs éléments. Par
exemple, le dessin qui suit est un diagramme de Venn associé aux ensembles A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {3, 4, 5, 6} et
C = {1, 5, 7, 8} :
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D’une manière générale, un diagramme de Venn permettant de représenter des ensembles A1, A2, . . . , An comprend :

(i) une région pour chaque Ak, délimitée par une courbe fermée
[La région n’est pas forcément convexe ; dans l’exemple ci-dessus, les courbes sont des cercles, les régions sont les disques qui leurs correspondent.]

(ii) pour chaque élément e, un point se trouvant dans les régions associées aux Ak qui contiennent e et pas dans
les autres.
Un diagramme de Venn général doit donc contenir des régions distinctes pour toutes les relations d’appartenance
aux Ak possibles. Dans l’exemple ci-dessus où n = 3, on a dessiné 8 régions (l’extérieur est une région qui
correspondrait aux éléments qui ne sont dans aucune des Ak). Dans le cas général, il y a 2n régions dessinées.
Lorsqu’on omet de dessiner les éléments, un diagramme de Venn permet aussi de visualiser les unions ou les
intersections d’ensembles. En voici deux exemples.

A

B

A ∩B

A

B

C

(A ∪B) \ (A ∩ C)

Dessiner un diagramme de Venn qui illustre chacune des expressions ensemblistes suivantes.

(i) A ∩B (ii) A \B (iii) A ∪B (iv) ((A ∪B) \A) \B (v) A ∩B ∩ C

(vi) (A ∩B) ∪ C (vii) (A ∪B) ∩ C (viii) (A ∪B) \ C (ix) (A ∪B ∪ C) \ (A ∩B ∩ C)

(x) ((A ∩B) ∪ (B ∩ C) ∪ (C ∩A)) \ (A ∩B ∩ C) (xi) A ∩B ∩ C ∩D�.
�Attention, il doit y avoir 24 = 16 régions distinctes !
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2 Des gammes ensemblistes

2.1) Soient A et B des ensembles. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A ⊆ B (ii) A ∩B = A (iii) A ∪B = B.

2.2) Soient X un ensemble, A et B deux parties de X.

(i) Est-il vrai que X \ (A ∩B) = (X \A) ∪ (X \B) ?

(ii) Est-il vrai que X \ (A ∪B) = (X \A) ∩ (X \B) ?

(iii) Est-il vrai que A ⊆ B ⇐⇒ X \B ⊆ X \A ?

2.3) Soient A, B et C trois ensembles.

(i) Montrer que A∆B = (A \B) ∪ (B \A) et calculer (A \B) ∩ (B \A).

(ii) Montrer que A∆B = A ⇐⇒ B = ∅. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A∆B = ∅.
(iii) Montrer que (A∆B)∆C = A∆(B∆C).

3 Formule du crible

On ne discute pas l’assertion suivante, qui est intrinsèquement liée à la définition de la somme de deux entiers
naturels :

si A et B sont des ensembles finis disjoints, alors Card (A ∪B) = Card(A) + Card(B).

3.1) Montrer que si A et B sont deux ensembles finis, alors

Card (A ∪B) = Card(A) + Card(B)− Card (A ∩B) .

3.2) Montrer que si A, B et C sont deux ensembles finis, alors

Card (A ∪B ∪ C) = Card(A)+Card(B)+Card(C)−Card (A ∩B)−Card (A ∩ C)−Card (B ∩ C)+Card (A ∩B ∩ C) .

3.3) Soient X un ensemble, K un ensemble fini et (Ak)k∈K un famille de parties de X. Si J ⊆ K, on note
AJ =

⋂
j∈J Aj si J ̸= ∅. Montrer la formule du crible, par récurrence sur le cardinal de K :

Card

( ⋃
k∈K

Ak

)
=

∑
J⊆K, J ̸=∅

(−1)Card(J)−1 Card (AJ) =
∑
k

Card (Ak)−
∑

{k1,k2},k1 ̸=k2

Card (Ak1 ∩Ak2) + · · ·

4 Des gammes sur les applications

4.1) Dans chacun des cas suivants, calculer l’image de f et dire si f est surjective, si elle est injective (et si elle
est bijective).

(i) f : R → R, x 7→ x2 + x+ 1 (ii) f : R2 → R, (x, y) 7→ x2 + y2 (iii) f : R2 → R, (s, t) 7→ 2s

(iv) f : Z → Z, w 7→ 2w (v) f : Z → Z, u 7→ u2 (vi) f : Z× N∗ → Q, (n, d) 7→ n
d

4.2) Dans chacun des cas suivants, calculer f(A) et f−1(B).

(i) f : R → R, x 7→ x2, A = [−3, 2], B = [1, 2[

(ii) f : R → R, w 7→ 3w − 7, A = [0, 1], B = [0, 1]

(iii) f : R2 → R, (x, y) 7→ x2 + y2, A = R× {0}, B = [1, 2]
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4.3) Soient E et F deux ensembles finis et f : E → F une application.
En s’appuyant sur la définition d’un cardinal qui stipule que deux ensembles X et Y ont le même cardinal si, et
seulement s’il existe une bijection X → Y , montrer que :

(i) si f est injective, alors Card(E) ≤ Card(F ) ;

(ii) si f est surjective, alors Card(E) ≥ Card(F ).

Les implication réciproques sont-elles vraies ?

4.4) Soit h : N2 → N∗ définie par
∀(p, q) ∈ N2, h(p, q) = 2p (2q + 1) .

Montrer que h est une bijection. Trouver une bijection� entre N2 et N.

4.5) Soient f : X → Y , g : Y → Z et h : Z → T des applications.

(i) Montrer que si f et g sont injectives, alors g ◦ f l’est aussi.

(ii) Montrer que si f et g sont surjectives, alors g ◦ f l’est aussi.

(iii) Montrer que si g ◦ f est injective, alors f l’est aussi.

(iv) Montrer que si g ◦ f est surjective, alors g l’est aussi.

(v) Montrer que si g ◦ f et h ◦ g sont bijectives, alors f , g et h sont toutes les trois des bijections.

5 Quelques gros symboles

Les assertions suivantes sont-elles vraies ?

(i)
⋂

n∈N∗

]
1− 1

n
, 1 +

1

n

[
= {1}

(ii)
⋃

ε∈R∗
+

[ε, 1] =]0, 1]

(iii) R =
⋃
n∈N

]n− 1, n+ 1[

(iv) [0,+∞[=
⋃
n∈N

[
n2 − n, n2 + n

[
(v) [0,+∞[=

⋃
n∈N

[
n3 − n2, n3 + n2

[

6 Un jeu abstrait, introduction aux groupes

Un groupe est un couple (X, ⋆) où X est un ensemble et où ⋆ est une application X ×X → X, (x, y) 7→ x ⋆ y qui
vérifie les axiomes suivants (attention à la notation particulière de cette application, notée comme une opération
sur X) :

(i) ∀(x, y, z) ∈ X3, (x ⋆ y) ⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z) ;

(ii) ∃e ∈ X, ∀x ∈ X, x ⋆ e = e ⋆ x = x ;

(iii) ∀x ∈ X, ∃y ∈ X, x ⋆ y = y ⋆ x = e.

Soit E un ensemble. On note SE l’ensemble des bijections E → E. Comme d’habitude, on note ◦ la composition
des applications. Montrer que (SE , ◦) est un groupe.

�Une telle bijection a pour conséquence qu’une union dénombrable d’ensembles dénombrables est encore dénombrable. S’assurer
d’une argumentation précise. Ce résultat n’est pas dénué d’une certaine profondeur.
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