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Cours en bref

En TD, sOassurer que sont acquis la dePnition d&/'nZ, le theoeme de factorisation
(exponentielle, notamment) et faire du chinois sur des produits de&Z/nZ (p-torsion et
facteurs invariants).
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1 Groupe symetrique

1.1 Permutations dOun ensemble bni

Si E est un ensemble, le groupe symetrique d& est le groupeSg des bijections

E ! E pour la composition (dePnition). On note!" =! "" et!%=idg. Sin# N,
onnote!" =1 "444" (nfois)et!'n=(1"'1)",

Si deux ensembles sont equipotents, leurs groupes symetriqgues sont isomorphes. On

Exercices. 1- CardG,) = nl.

2- Si G est un groupe, I0applicatiorf : G ! S¢ debnie parf (g)(h) = gh est un
homomorphisme injectif de groupes. Ainsi, tout groupe est-il isomorphe a une sous-
groupe dOun groupe de permutations.

Debnition du support dOune permutation.

Debnition dOurp-cycle deS ,,, notation (ay, .. . ap), support dOunp-cycle.
Exercice : sic=(ag,...,ay 1) et m# Z, alorsc" (ax) = a7 i k+ m est le reste
de la division euclidienne dek + m par p.

LOordre dOup-cycle estp (debnir IOordre dOun element dans un groupe sOil faut).

Remarque :S, $ Z/2Z ; sin %3, S,, nOest pas abelien ((12)(23 (23)(12)).
Deux permutations dont les supports sont disjoints commutent.

Exercice : sis et t sont des permutations dont les supports sont disjoints, IOordre de
st est le ppcm des ordres de et t.

Debnition des classes de conjugaison dans un groupe (sOassurer que classe dOequi-
valence est connu). Exemple : dans GL\), deux endomorphismes sont conjugues si,

et seulement sOils admettent la méme matrice dans deux baseshoc

Formule de conjugaison des cycles : s(ai,...,ap)s' ' =(s(a1),...,s(ap)). Tous

les p-cycles sont conjugues dan§ .

Deux exemples :

i) [6,1312,14,4,1,7,10,2,9,11,3,8,5] = (1,6)(2,13,8,10,9)(3,12)(4, 14,5) ;

i) (123)(325)(153)(1254) = (154)(23).

Toute permutation se decompose en produit de cycles a supports disjoints, unicite a
IOordre prs des facteurs.

Dans la preuve, notion dOorbite dOun element{k . ..,n} sous! . Resultat et preuve
a retenir.

Debnition dOune transposition. Elles engendrer$,, (debnition de sous-groupe en-
gendre par intersection ; cOest pareil que minimum pour lOinclusion ; caracterisation
par les mots). Ralnement : les (k,k + 1) engendrent S ,.

Exercice. Sin %4, les 4-cycles engendrenB,, (argument : (12) = (1324)(1234)?).
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1.2 Signature dOune permutation

Theoeme. Sin! 2, il existe un unigue homomorphisme de groupds: S, "{x 1}
non trivial. Si ¢ est un p-cycle, ! (c) = (# 1)P' L.

On appelle! la signature. Preuve de IQunicite par engendrement des transpositions.
Preuve de IQexistence par nombre dOinversions.

Si's am orbites, alors!(s) = (#1)" ™ (en elet, la somme des longueurs des orbites
egalen).

1.3 Groupe alterne

COQest le sous-groupe des permutations paires, noyau de la signature. COest un sous-
groupe distingue dOordra!/ 2 (debnition de sous-groupe distingue, stabilite par image
inverse, les noyaux en sont, on verra plus tard que ce sont les seuls, exemples de\BL(
dans GL(V), des rotations dans les isometries, des sous-groupes des groupes abeliens).

Le groupe alterne est engendre par les 3-cycles (pour la preuve : (12)(23) = (123)
et (12)(34) = (12)(23)(23)(34) = (123)(234)). Si n! 5, alors les 3-cycles sont tous
conjugues dansA,. Exercice : classes de conjugaison des 3-cycles dé&hg et S 4.

Cas du groupe de KleinK = §12)(34), (13)(24)%dans A;. Cha®ne de sous-groupes
distingues{1} "K" As" S4. Cette situation est exceptionnelle.

Debnition de groupe simple. Exemple d&/pZ, p premier. Simplicite de A, lorsque
n & 4 (on admet le casn = 5 pour IQinstant, il sera demontre ap@s la theorie de
Sylow ; autre choix possible : montrer le cas = 5 tout de suite avec des moyens plus
elementaires).

[Preuve de la simplicite deAs, sans la theorie de Sylow : soiH " As. SiH contient
un 3-cycle, il les contient tous et doncH = As. SiH contient un €lement dBordre 2,
quitte a renumeroter, H contient (12)(34) ; en conjuguant par (13245),H contient
(34)(25), donc le produit (12)(34)(34)(25) = (125) et H = As. Si H contient un
element dOordre 5,e. (12345) quitte & renumeroter, on conjugue par (254) ce qui
montre que H contient (15324) ; doncH contient (12345)(15324) = (254) etH = As.
On a fait le tour des cas possibles.]

[Preuve de la simplicite deA, pourn! 6 : soit (1) & G"A,. Soita'{ 1,...,n}
et# ' Gtelsqueb= #(@) & a. Soitc'{ 1,...,n}\{ a,b,#b)}. Soient$ =
(ach et %= $#$ #' 1. DOune part%o= ($#$ H)#' ! ' G. DOautre part,%=
$H#HS' #' 1) = (ach(#(a)#(b)#(c)). Soit E ( { 1,...,n} tel que CardE = 5 et
E){ a,b,c,#a),#(b),#(c)} P un telE existe carb= #(a).

¥ %&1 ; en elet, %=1 ssi (abg = (#(a)#(b)#(c)), i.e. ssi (bcad = ( b#(b)#(c)) ce qui
nOest pas puisqui(b) & c.

¥ [On veut dire proprement que % GG * Ag " Ag. Puisque Ag est simple, cela
imposeG* Ag = Ag. Donc G contient un 3-cycle. DoncG = A,.] On le dit: soit &:
Ag " A, le prolongement par IQidentite hors d&. Alors, 1 & (ach(#(a)#(b)#(c)) '
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7 1(G) <« Ag. Par simplicite de Ag, cela imposer' 1(G) = Ag. Donc G contient le
3-cycle w(abc). Donc G = A,.

Exercice : groupes derives @ debnir)D(A,) = D(Sp) = A sin ! 5. Calculer
D(A4), D(A3), D(S4) et D(S3).

Sin! 5, les seuls sous-groupes distingues &, sont{1}, A, et S,.

Exercice : sin! 3, le centre @ debnir) deS,, est trivial.
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2 Polynomes symétriques

2.1 Relations entre racines et coefficients d’'un polynéme

A un anneau commutatif. DansA[T], ona (T! a;)(T! ay) = T?! (ay+ ay)T + a1 @y,

(T! a))(T! a)(T! a3) = ... (IOecrire).
Debnition des polyndomes symetriques elementaires éd¢X1,...,Xn] : 1o =1,
!
!k(Xl,...,Xn): le...Xjk

1! j1<444 ! n

sil" k" net!y=0si k# n+1. Exemples de!; (somme) et!, (produit).
Exercice : quel est le nombre de mondmes de ?

Les enonces qui suivent sont valables pouk = Z. Il sulrait de les €noncer et de les
demontrer dansZ a cause de IOhomomorphisme dOanneau$ A, n %M. 1.

Par recurrence surn,

'"n !n
(T! X )= (DI e(Xq,..., Xp)TN K 1)
k=1 k=0

et relatlons#entre racines et cge'ments en specialisant.

Exercice 1 g, (L+ TXk) = poo "X, ..., Xn)TK.

Speech sur le probEme inverse (equations polynomlales), le deg#e 5, la simplicite
deA,, ...

Exemple : existe-t-il des triplets (x,y, z) de reels tels quex+ y+ z = 15, xy+ xz+yz =

| 16 etxyz = 8. Un tel triplet existe ssi T3! 15T2! 16T ! 8 a trois racines reelles ;
cOest non (graphe du polynéme). Méme question sOr cOest oui (toujours).

2.2 Polynoémes symétriques

A un anneau commutatif et n un entier naturel. Sis & S, et P & A[Xq4,..., ]

on note s.P le ponnbmes.Fi(Xl,...,Xn) = P(Xs@),---»Xgmn))- Onaid.P = P et
s.(t.P) = ('st).P (axiomes dOaction ; on verra plus tard).

Debnition de polyndme symetrique §.P = P pour toute permutation s). On note
A[X1,...,X,]®" le sous-anneau des polynémes symetriques (exo : cOest un sous-
anneau).

Exemples les polyndmes symetriques elementalg’gs (quO|Is soient symetnques se voit
sur IOidentite (1)) Les polyndmes de Newto8, = =~ |, X} ; par exemple,S; = ! ; et
S;=121 2,

Exercice : un polynémeP est symetrique si, et seulement sQil est invariant par toute
transposition, i.e. lorsque".P = P pour toute transposition "

Exercice : ! «(X1,...,Xn)x =0 = 'k(X1,...,Xp" 1) (sSpecialisation).
Proposition 1- Division euclidienne par un polynéme unitaire dansA[X].
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2-Sif(Xq,...,Xm 1,0) =0, alors X,, divise f.
3-Si Xq,...,Xy divisent f, alors Xq...X}, divise .
[Preuve en exo ou dans la littérature.]

TheoEme. Soit A un anneau commutatif. Pour toutP € A[X1,...,X,]%", il existe
un unique Q € A[X1,...,X,] telqueP (X1,...,X,) =Q( 1,...,!4).

[Preuve. On notera (! x)o =! x(X1,..., X 1,0) pour tout K.

1- Existence. Par récurrence sur n. Rien & dire si n = 1 puisqu’alors, X; = ! 1. Soit
n > 2 ; on suppose que pour tout m < n—1, tout polynéme symétrique en Xy, ..., X,
est un polynoéme en les polyndémes symétriques élémentaires de Xq,...,X,,. On
montre par récurrence sur d que tout polynome symétrique non nul de degré d en
X1,...,X, est un polynéme en (!,...,!,). Sid = 0, rien a faire. Soit P €

A[X1,...,Xy], non nul, de degré d > 1, symétrique. Alors, P(Xq,..., X 1,0)
est symétrique dans A[Xq,..., X 1] (exercice). Soit alors Q1 € A[X1,...,Xn 1]
tel que P(Xl, ce i, X 1,0) = Ql((l 1)0, . (' n! 1)0). On pose P]_(X]_, . ,Xn) =
P(Xl, e ,Xn)fQ]_(! 1yseay ! n! 1). Onadeg P]_ S dpuisque deng((! 1)0, feay (l n! 1)0) =
degQ1('1,...,! s 1). Par ailleurs, comme P1(X1,...,Xu 1,0) =0, X,,|P1. A cause
de la symétrie de Py, il en résulte que ! ,|P;. Soit P, € A[Xy,...,X,] tel que
P; =1 ,P,. Clairement, P, est symétrique et deg Py < d—n. Par récurrence, soit Q2 €
A[X1,...,X,] tel que P2(Xq1,...,X,) = Q2(t1,...,1 ). Alors, P(Xq1,...,X,) =
Ql(! TP R 1)+!nQ2(! Tyeeny! 7,).

Unicité. 1 suffit de montrer que VP € A[X4q,...,X,], P(!1,...,1 ) =0=P =0.
On proceéde par récurrence sur N. Si N = 1, rien a dire. On suppose que n > 2.
Soit P € A[X4,...,X,], non nul, de degré minimal, tel que P(!'1,...,!,) = 0. On
ordonne : P = Py + X,,P; + -+ + X 4P, ot P, € A[X1,...,X i 1]. On substitue en
I1,...,1, et on spécialise en X,, = 0. On obtient 0 = Po((! 1)0,-.-, (! 1 1)0). Par
récurrence sur N, cela entrine que Pp = 0. Ainsi, P = X,Q ot Q € A[X1,...,X,]
avec deg Q = deg P — 1. En particulier, puisque ! ,, est unitaire, Q(! 1,...,!,) =0 ce
qui contredit le caractére minimal du degré de P : I’hypothése P # 0 ne tient pas.]

Si A est un sous-anneau d’un anneau B, définition d’élément algébrique ou transcen-
dant sur A ; éléments algébriquement (in)dépendants sur A. Exemples de nombres
algébriques ou transcendants (sans preuve).

Définitions équivalentes de sous-anneau engendré. Notation Alby,...,b,].

Theoeme (reformulation). Soit A un anneau commutatif.

1-AXq, o, XS = Al g, )

2-14,...,1, sont algebriquement independants SuA.

Conséquence : A[Xl,...,Xn]Sn =Al'1,.. ] ~AX, X

Exemple du polynéme de Vandermonde V € Z[X4,...,X,] (celui du déterminant
avec des indéterminées pour coefficients). Si " est une transposition, ".V = =V
(se voit sur la forme déterminant) : V n’est pas symétrique (et calcul de s.V pour
n’importe quelle permutation S). En revanche, V2 I'est ; discriminant ; exemple en
dimension deux.
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2.3 Series formelles et formules de Newton

Anneau A[[T]] des séries formelles (suites & valeurs dans A, lois usuelles, notation
T =1(0,1,0...) ; comme pour les polynémes, sous-anneau des suites presque nulles,
occasion de le rappeler pour ceux qui savaient, de le dire pour les autres). |
Exemple fondamental : 1! T est inversible dans A[[T]], et (1! T)=t =", Tk
(Corollaire : si Q a un terme constant nul, alors 1! Q est inversible et (1! Q)~! =
" >0 Q¥ (cette derniere somme a du sens).

Exercice : substitution dans une série formelle. Si S est; une série formelle,dont le
terme constant est nul, I'application A[[T]]" A[[T]],U =" uTX#" U$S =" u,SK
est bien définie et est un homomorphisme d’anneaux.

Proposition : dans A[X1,...,Xy], pour tout p %0, on a

(1)1 Sin = (0 PP+ 1) pie
@ij), i+i=p
i>0, j >0

Permet de calculer les polynomes de Newton en fo#lction des polypomes symétriques
élémentaires. Preuve par la série formglle F (T) = (1! TXy) =" (! 1)k T dont
la dérivée logarithmique S(T) vaut ! = Sx1TX ; la formule est obtenu en écrivant
que FS=F'.

Exercice : calculer det( , 1 ,y(S1,...,Sn) (= 1) et det(s, .s (' 1,...,1n) (=015
en déduire que si K est un corps de caractéristique nulle, K[X 1, ..., X ] = K[S;, ... Sp].
Les Sk, 1 & k & n sont-ils algébriquement indépendants sur k ? [Réponse est oui.]
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3 Groupe quotient, théoremes d’isomorphismes

3.1 Généralités en bref sur les groupes

Lecture du polycopié “structures abstraites” : notions de groupe, sous-groupe, homo-
morphisme de groupes ; exemples fondamentaux.

Exercice : f(lg) = 1 ; f(H) et f~1(H') sont des sous-groupes. En particulier,
définition du noyau ; c’est un sous-groupe (distingué).

Exemples de référence : groupe linéaire et déterminant, groupe symétrique et signa-
ture, exponentielle entre R et C*.

Définition du produit direct de groupes a la naive : produit de deux groupes puis d’un
produit quelconque en donnant la loi (pas de considération catégorique). Associativité
et commutativité a isomorphisme pres. Cas des groupes abéliens finis, théoreme
chinois, énoncé de décomposition en facteurs invariants (révision) ; exemple de calcul
des facteurs invariants de Z/247 x Z/97Z et de Z/127Z x 7Z/18Z ; exercice : facteurs
invariants de Z/aZ x Z/VZ.

Notion de groupe engendré par une de ses parties. Trois points de vue (minimal pour
Pinclusion, intersection, mots).

3.2 Classes a gauche et a droite, quotients

Définition de classes a droite (Hz) ou & gauche (zH, deux relations d’équivalence).
Toutes ont le méme cardinal, celui du sous-groupe H. Elles forment une partition
de G : le cardinal commun de (G/H), et de (G/H)q est noté [G : H] et vérifie
|G| = |H| x [G : H]. En particulier si G est un groupe fini et H un sous-groupe,
théoreme de Lagrange : |H| divise |G].

Exercices. 1- H est un sous-groupe distingué de G ssi xH = Hx pour tout = € G,
i.e. ssi (G/H)g = (G/H)q. 2- Si[G: H] =2 alors H<G.

Envie de mettre sur (G/H), la loi tH.yH = xy.H. Pas de sens. Exemple détaillé
des classes a droite et & gauche dans S3 modulo le sous-groupe ((12)).

Si (et seulement si) H < G, la classe de zyH ne depend que de zH et de yH. On
pose alors .7 = Ty (a du sens) ; cela définit une structure de groupe sur l’ensemble
quotient (G/H)y = (G/H)4. On note ce groupe G/H. L’application p: G — G/H,
x — T = ©H est un homomorphisme de groupes surjectif dont le noyau est H ; on
Pappelle surjection (ou projection) canonique.

Propriete universelle du quotient. Si f : G — G est un homomorphisme de
groupes et st H < G vérifie H C ker f, alors il existe un unique homomorphisme de
groupes f : G/H — G' tel que f = fop ou p est la surjection canonique. En outre,
f est injectif ssi H = ker f ; f est surjectif ssi f Uest.

Preuve. Unicité : f détermine f car f(Z) = f(x) est nécessaire. Existence : on peut
définir f ainsi car H<G. C’est un homomorphisme de groupes. Enfin, ker f = p(ker f)
et im f = im f.
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Exemple : théoréme chinois. Z — Z/aZ x Z/VZ, x — (x + aZ,x + bZ) se factorise en
un homomorphisme injectif Z/a V bZ — Z/aZ x Z/bZ. Lorsque a et b sont étrangers,
¢’est un isomorphisme pour des raisons de cardinal (fini).

3.3 Théorémes d’isomorphismes

Le premier est conséquence directe de la propriété universelle du quotient. Les autres
sont donnés en exercice (TD 7).

Premier théoréme d’isomorphisme. Si f : G — G’ est un homomorphisme de

groupes, il se factorise en un isomorphisme de groupes ’ G/ker f ~im f ‘
Exemple : GL(E)/SL(F) ~ k*, &,/ ~ Z/2Z, Z/nZ ~ U, (racines n-iémes de
I'unité), Q/Z ~ U (toutes les racines de l'unité), R/Z ~ S* (cercle unité).

Deuxiéme théoréme d’isomorphisme. C C B distingués dans A. Alors B/C' est
un sous-groupe distingué de A/C et ’ (A/C)/(B/C)~ A/B ‘

Preuve : p : A2V A/C est surjective, donc p(B) = B/C < A/C. Comme C C B,
q: A% A/B se factorise en G : A/C' — A/B, surjectif. Enfin, kerg = p(B) = B/C.

On conclut avec les premier théoreme d’isomorphisme.

Troisieme théoréme d’isomorphisme. Si A et B sont deux sous-groupes d’un
méme groupe G et si A normalise B (i.e. siaBa™' = B pour tout a € A) alors ANDB
est distingué dans A, AB = {ab,a € A,€ B} = BA est un sous-groupe de G, B est
un sous-groupe distingué de AB et ’ AB/B~A/ANB ‘

can

Preuve : A — AB= AB/B est surjectif et a pour noyau AN B.
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4 Action dOun groupe sur un ensemble

4.1 Debnition, premiers exemples

Debnition ddaction a gauchalOun groupes sur un ensembleX comme application
G! X " X avec ses deux axiomes.g = x et g(g'x) = (gd).x. Equivalenta la
donnee dOun homomorphisme de group@&s’ S x.

Variante : action & droite (premier point de vue : (x.g9).g' = x.(gd) ; second point
de vue : applicationF : G " S x veripant F(gg) = F(g)F(g)). Quand on a une
actiona droite F, on obtient une actiona gauche en posantf (g) = F(g ).

Exemples : S g opére sur E, sur les parties deE de cardinal bxe, sur lesE™ ; si

V est un espace vectoriel, GLY) opere sur V, sur les droites deV, sur les sous-ev
de dimension donnee, sur les drapeaux ; S(R) opere sur le demi-plan de poincare
via i 2 Z = fjjjrfg (exo) ; les similitudes du plan agissent sur IQensemble des
cercles ; les isometries du plan bxant IQorigine agissent sur le cercle trigopnometrique ;
les isometries du plan qui stabilisent un polygone regulier donne agissent sur ses
sommets, sur les milieux de ses arétes ; les isometries de IOespace qui stabilisent un
cube agissent sur ses diagonales. Un groupe agit sur lui-m@&me par conjugaison ou par
translation a gauche.

Debnition d@ction transitive (#x,y, $g,y = g.x) ou Pcle (seul 1 bxe tous les points).
Sif est une action deG, elle se factorise en une action bcele d&/ ker(f ).

Debnition d©rbite dOun point (noteeG.x), de sous-groupe dOisotropiénote G.,).
Les sous-groupes dOisotropie des points dOune méme orbite sont conjugags €
gG.g !). Relation dOequivalence %y & $ g,y = g.x. Les classes sont les orbites.
Elles forment une partition de X .

Une partie Y de X est dite stablelorsque G.Y ' Y (en fait, egalite via les g !).
Debnition de stabilisateur dOune partie (sous-groupe des elements du groupe qui sta-
bilisent la partie).

Debnition de partie Pxe (#y,g, g.y = y) et de bxateur dOune partie (elements du
groupe qui bxent la partie).

Exemple : u ( GL(V), action naturelle de )u* sur V. Une droite stable est une droite
de vecteurs propres pouru. Une droite Pxe est une droite propre associee a la valeur
propre 1.

SiH est un sous-groupe d&, action par conjugaison deG sur lui-méme. Stabilisateur

de H sOappell@ormalisateur ; bxateur de H sOappelleentralisateur. Centre dOun
groupe.

4.1.1 Equation aux classes

Si x est dansX , IOapplicationg +" g.x est constante sur Ie~s classes a gauche modulo
G,. Elle induit une bijection de IOensembleG/G ), sur IOorbiteG.x. On en deduit

gue|Card(G.x) =[G : G.]|ou encore|G| = |G,|! Card(G.x).
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Dans le cas alX est un ensemble bni, IOequation aux classes traduit la partition de
X en orbites sous IOaction d& en termes de cardinaux :| Card(X) = «r G Gy]

al R est un syseme de representants des orbites.

Exemple desp-groupes : siX ¢ designe les invariants sou$ et si G est un p-groupe,
alors Card(X) ! Card(X ©) [p]. Exemple de IOaction d& sur lui-méme par conjugai-
son : le centre dOup-groupe est non trivial (et exo : un p-groupe est nilpotent (donc
resoluble), recurrence sur IOexposant de 10ordre).

Exemple : action du groupe positif du cube sur les centres des faces. Transitive, 6
centres, isotropie dOordre 4 : le groupe positif du cube est dOordre 24.

4.2 Produits semi-directs

Suite exacte de groupes, suite exacte scindee (existence dOune section ou existence
dOun sous-groupe qui fait de la surjection un isomorphisme par restriction).

Une suite exacte 1" N " G" Q" 1 est scindee si, et seulement sOil existe un
sous-groupeH deGtelqueH #N =1et G= HN.

Debnition du produit semi-direct de N et Q relatif a une action de Q sur N par
automorphismes,i.e. un homomorphisme de groupes$ : Q" Aut(N) (cOest la loi de
groupes sur le produit cartesien debnie pam(qg)(n’,q) = (n! (g)(n’),qq), le neutre
est (1, 1), I0inverse den( qg) est (! (g )(n*1),g"1)).

G est isomorphe a un produit semi-direct deQ et N si, et seulement sOil existe une
suite exacte scindee I N " G" Q" 1. En passant, formule du produit direct
interne nhn"h" = nhn"h* *hh".

Caracterisation du produit direct parmi les semi-directs (N et H commutent).
Exemples dansS,, groupe diedral, groupe lineaire, groupe a'ne, isometries (dont
celles des polyedres reguliers ; groupe du cube, groupe du tetraédre).

4.3 Theoemes de Sylow

Debnition dOurp-Sylow (p sous-groupe dont IQindice nOest pas divisible pr
Exemple : les matrices trigonales sup avec des 1 sur la diagonale forment prSylow
de GL(n, Fp).

Premier theoeme de Sylow Tout groupe Pni contient un p-Sylow.

Preuve : voir G comme un sous-groupe d&, ol n est IQordre d&, puis comme un
sous-groupe de GL{, Fy). Comme on a unp-Sylow de GL(n, Fp), on conclut avec le
lemme suivant.

Lemme Soient G un groupe Pni, H un sous-groupe,S un p-Sylow deG. Il existe
a$ G tel queH # (aSa’ 1) soit un p-Sylow deH .

Preuve. On fait agir H sur (G/S )4 par translationa gauche et on ecrit IOequation aux
classesG : S]= g [H : Has]. Commep ne divise pas {5 : S], soit a tel que p ne
divise pas H : Has] : un tel a convient car Has = H # (aSa* 1) est un p-Sylow deH
(cOest urp-groupe car cOest un sous-groupe @Sylow aSa’1).
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Deuxéme theoeme de Sylow Tout p-sous-groupe est contenu dans up-Sylow ;
les p-Sylow sont conjugues.

Preuve : avec le lemme, deux fois.

Remarque : unp-Sylow est distingue ssOil est le sepiSylow.

Troiseme theoEme de Sylow Le nombre dep-Sylow divise IQordre du groupe et
est! 1 [p].

Preuve. 1- Faire agir G par conjugaison sur [Oensemb® de sesp-Sylow. Une seule
orbite. 2- Faire agir un p-Sylow S par conjugaison surS. Comme S est un p-groupe,
#S 1 #SS [p]. On montre que SS = {S} : siT " S S, soit N = Stabg(T) ; alors
TIN, doncT est IOuniqug-Sylow deN. DOIS = T puisqueS est aussi unp-Sylow
deN.

Exemples : un groupe dOordre 91 nOest jamais simple (voir les 7-Sylow). Les 3-Sylow
et les 2-Sylow deS 4.

Exercice : compter et decrire les Sylow d& 3, Ay, As, Ss.

Dette : demontrer la simplicite de As.

5 Le groupe orthogonal euclidien (pas en 2012)
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6 Appendice : axiomatique des structures abstraites
de groupes, anneaux, corps, espaces vectoriels et
algebres

6.1 Groupes
6.1.1 DebPnition, axiomes

Un groupe est un ensembleG muni dOundoi de composition interne notee ici! (i.e.
une application G! G" G, (x,y) #" x! y) veribant les trois axiomes suivants :

1- la loi ! estassociative (i.e. (x! y)! z=x! (y! z)pourtous x,y, etzdeG;
on notex! y! z ce produit) ;

2- G possde unelement neutree pour ! (i.e. x! e=e! x = x pourtout x $ G;
on note souvent 1 [Oelement neutre) ;

3- tout element de G possde unsymetriquepour ! (i.e. pour tout x $ G, il existe
y$ Gtelquex! y=y! x = e;on note souventy = x' 1).

Si en outre! estcommutative (i.e. x! y=1y! x pour tous x ety de G), le groupe
est dit commutatif ou abelien

On omet souvent le symbole! de la loi en notantxy = x ! y. On note parfois + la
loi des groupes commutatifs ; dans ces conditions, I0&lement neutre est note O et le
symetrique de toutx $ G est note %x.

6.1.2 Sous-groupe, homomorphisme de groupes

Un sous-groupe dOun groupés est une partie deG qui soit un groupe pour la loi
de G.

Proposition Une partie non vide H dOun groupés est un sous-groupe deG si, et
seulement si :

1- H est stable pour la loi deG (i.e. x! y$ H pour tousx ety deH) ;

2- le symetrique (pour la loi deG) de tout lement deH est dansH .

Un homomorphisme de groupes est une application f dOun groupeG dans un
groupe G" qui preserve les lois deG et de G', cOest-a-dire telle qué (xy) = f (X)f (y)
pour tous x ety de G.

6.1.3 Exemples fondamentaux

LOaddition usuelle dang, Q, R, C, Z/nZ al n $ Z, et dans leurs puissances.

La multiplication usuelle dans Q*, R*, R* ou C*, dans IOensemble des nombres com-
plexes de module un, dans IOensemble des racines n-emes de |IOumi& 1) et dans
IOensemble de toutes les racines de |Ounite.
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La composition dansS 5 (groupe symetrique de IOensembbe) ; dans GL(E) (groupe
lineaire de IQespace vectoriEl) et dans ses sous-groupes SE(, O(E), SO(E), U(E),
SU(E) ; dans IOensemble des similitudes (resp. des similitudes directes) vectorielles
planes ; dans GAE) (groupe alne de IOespace alneE) et dans ses sous-groupes des
translations, des homotheties-translations, des isometries, des rotations, des simili-
tudes etc.

Le produit matriciel dans GL,(A) (matrices carreesn ! n inversibles a coelcients
dans I0annea), SL,(A), On(R), SO, (R), Un(C), SU,(C) ; dans IOensemble des
matrices triangulaires superieures (resp. inferieures) inversibles, dans IOensemble des
matrices diagonales inversiblesetc.

6.2 Anneaux
6.2.1 Debnition, axiomes

Un anneau (unitaire) est un ensemble A muni de deux lois de composition interne
notees ici + (addition) et ! (multiplication) veribant les axiomes suivants :

1- (A, +) est un groupe abelien ; on note souvent son €lement neutre 0 éta le
symetrique dea# A pour + (on parle de |®@pposede a) ;

2- laloi ! est associative et admet un element neutre souvent note 1 ;

3- la multiplication est distributive par rapporta I0addition (.e. a! (b+ c) = (a!
b+(a! cget(a+ b! c=(a! ¢)+(b! c) pourtous a, betcdeA).

Si en outre la multiplication est commutative, IOanneau est dicommutatif.

Les ©gles de calcul dans un anneau commutatif sont celles dé ; en particu- lier,

la formule du bindme de Newton est vraie dans un anneau commutatif (ou dans un
anneau general entre deux €lements qui commutent). Dans les syseémes de paren-
thesages, on donne la priorite a la multiplication ; ainsi,a! b+ c=(a! b+ c

6.2.2 Sous-anneau, ideal, homomorphisme dOanneaux

Un sous-anneau dOun anneaw\ est une partie deA qui soit un anneau pour les lois
de A. Une partie B dOun anneauX, +,! ) est un sous-anneau dé\ si, et seulement si
(B, +) est un sous-groupe de A, +) contenant 1, et B est stable pour la multiplication
de A.

Un ideal dOun anneau commutatifA est une partie | de A telle (I, +) soit un sous-
groupe de A, +) et ia# | pourtousi # | eta# A.

Une application f dOun anneauA dans un anneauB est un homomorphisme
dOanneaux si, et seulement si elle preserve les unites et les lois deet B, cOest-
a-dire si, et seulement sif (1) =1, f(x+y) = f(X)+ f(y) et f (xy) = f (x)f (y) pour
tous x ety de A.
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6.2.3 Exemples fondamentaux

Pour leurs lois usuelles,Z, Z/nZ pour n ! 2, les corps de nombrex, R et C,
IOensemble des nombres decimaux.

Les anneaux de polyndémesa coelcients dans un anneai.

LOanneau des endomorphismes dOun espace vectoriel (la multiplication est la compo-
sition), IOanneau des matrices carreesa coelcients dans un anneau (la multiplication
est le produit matriciel).

LOensemble des applications dOun ensentblgans un anneauA (pour les lois usuelles
(f + 9)(x) = f(x) + g(x) et (fg)(x) = f (x)g(x)).

6.3 Corps
6.3.1 Debnition, axiomes

Un corps est un anneauA dans lequel tout €lement non nulx admet un symetrique
pour la multiplication (on parle alors de IGnversede x, souvent notex' ). Cela revient
a demander queA \{ O} soit un groupe pour la multiplication.

6.3.2 Sous-corps, plongements

Un sous-corps dOun corpé est une partieK deL qui soit un corps pour les lois del .
Cela revienta demander que K, +) soit un sous-groupe de (, +) et que (K \{ 0},")
soit un sous-groupe del( \{ G}," ).

Un homomorphisme dOanneauk # A ai k est un corps est toujours injectif. On
parle de plongement de k dansA ou d@xtension de k.

6.3.3 Exemples fondamentaux

Q, R et C pour leurs lois usuelles. Le corps des nhombres algebriques.
ZIpZ si p est un nombre premier, les corps Pni&pa.

k[XJ (P) si k est un corps et siP est un polynéme irreductible dek[X] ; plus
generalement, le quotient dOun anneau par un ideal maximal.

LOensemble des fractions rationnelles sur un corps (une ou plusieurs indeterminees).
LOensemble des fonctions meromorphes sur un ouvert@e
Le corps des quaternions (non commutatif).

6.4 Espaces vectoriels
6.4.1 Debnition, axiomes

Un espace vectoriel sur le corpsk est un ensembleE muni dOune loi de composition
interne (addition) notee ici + et dOune loi externe suk notee. (i.e. une application
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k! E" E, (a,x)#" a.x, multiplication par les scalaires) veribant :
1- (E, +) est une groupe abelien ;

2- pour tous (a,b) $ k? et (x,y) $ E?,

¥1x=x;

¥(a+ b.x=ax+ bx;

¥a(x+y)= ax+ay;

¥ a.(b.x) = (ab).x.

6.4.2 Sous-espace vectoriel, application lineaire

Un sous-espace vectoriel dOun espace vectori@ est une partie deE qui soit un
espace vectoriel pour les lois d&. Une partie F dOun espace vectori@ est un sous-
espace vectoriel deE si, et seulement siF est non vide et stable pour les lois deE,

i.e. x+y$F etax$ F pourtous (x,y) $ F2eta$ k.

Une application f dOun espace vectori@ sur k dans un espace vectorieF sur k est
une application lineaire  (ou homomorphisme dOespaces vectoriels) si, et seulement
si elle preserve les lois dE et F, cOesta-dire si, et seulement $i(x + y) = f (x)+ f (y)

et f (a.x) = a.f (x) pour tous (x,y) $ E2 eta$ k.

6.4.3 Exemples fondamentaux

k" od n $ N', pour les lois 1,...,Xn) * (Y1,---,¥n) = (X1 + Y1,...,Xn + Yn) €t
a.(X1,...,Xn) =(axy,...,axy) ; prototype dOespace vectoriel de dimension bPnie egale
an.

LOensemble des applications lineaires dOune espace vectoriel dans un autre (pour les

lois (f + g)(x) = f (x)+ g(x) et (a.f)(x) = a.f(x)); en particulier, IOespace des formes
lineaires (dual).

LOensemble des suites a coelcient dank (dimension denombrable), pour les lois
(Xn)n +(Yn)n = (Xn + Yn)n €t a((Xn)n) = (@X%n)n.

LOensemble des applications dOun ensemble dans le corpsur les lois usuelles.

Si A est un anneau, extension dOun corjs alors A est un espace vectoriel suk (dOal
les cardinaux des corps bnis).

6.5 Algebre sur un corps
6.5.1 DebPnition, axiomes

Une alggbre (unigre) sur le corps k est un ensembleA muni de deux lois de com-
position interne notees + (addition) et ! (multiplication ) et dOune loi externe suk
notee. (multiplication par les scalaires) veribant :

1- (A, +,! ) est un anneau ;

2- (A, +,.) est un espace vectoriel suk ;
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3-(ax)! y=x! (ay)= a.(x! y) pourtous (x,y)" Aeta" k; on note ce produit
ax!y.

LOaxiome3- revient a demander que |QapplicatiolPA ! A # A, (x,y) $#x ! y soit
bilineaire pour la structure dOespace vectoriel d&.

6.5.2 Sous-alggbre, homomorphisme dOalgbres

Une partie dOune algebre en est ursous-algbre lorsquQelle en esta la fois un sous-
anneau et un sous-espace vectoriel. Les sous-alggbres sont les sous-anneaux stables
pour la loi externe.

Une application dOunek-alggbre dans une autre est unhomomorphisme de k-
alggbres si, et seulement si elle esta la fois une application lineaire et un homomor-
phisme dOanneaux.

6.5.3 Exemples fondamentaux

LOensemble des endomorphismes dOun espace vectoriel (la multiplication est la com-
position).

LOensemble des matrices carrees a coe!cients dans un corps (la multiplication est le
produit matriciel).

Les algebres de polynémes a coelcients dans un corps.

LOensemble des applications dOun ensentbldans unek-alggbre et ses sous-algebres
selon les structures (algebriques, topologiques, geometriquedc) de E et de k.

N. Pouyanne, UVSQ 2012, LSMA610

18



UVSQ 2005/2006 25 novembre 2005
Licence de sciences et technologies
LSMA112 (algebre 3)

Examen partiel

(trois heures)

Questions de cours (6 points)

1- Donner la debnition dOelements algebriquement independants sur un sous-anneau.
Enoncer le theoeme de structure des polyndmes symetriques (existence et unicite).

2- Soients = (152)(5314)(94)(617482) ett = (163)(8193)(67)(521743) deux permutations
de Sy. Calculer leurs signatures. Ces permutations sont-elles conjuguees ?

ProbEme 1 (6 points)

Soit n un entier naturel ! 2. On noteM la matrice carreen" nacoe! cients dans IOanneau

de polynémesZ[Xi,...,X,] debnie parM; = X!'' pour tous i et | dans{1,...,n}.
Autrement dit, |
! 3
1 X; ... xM
w1l Xy ..o X1 %
M= %
# o : :
1 Xp ... xm1
1- Calculer la matrice tMM en fonction des sommes de Newtoi®, = j“:l Xj", k! 1

(*M designe la transposee de la matric#! ).

2- On rappelle que le polynome de Vandermonde est le determinant dsl et que le
polyndme discriminant est le carre du polyndme de Vandermonde. Calculer le discriminant
de trois indetermineesX 1, X2, X3 en fonction de leurs sommes de Newton.

3- Soient p et q deux nombres rationnels, etxi, Xz, X3 les racine complexes du polynome
X3+ pX + g. Calculer, en fonction dep et g, la valeur du discriminant en x;,X»,x3. Ce
dernier nombre est-il toujours rationnel ?

[On rappelle la formule liant les polyndmes de Newtors, aux polyndmes symetriques
elementaires! | : pour tout p! 0O,

( .
(#1Y!Siva = (#1)P(p+1)! par ]
{(ij), i"0, O#j#n, i+j=p}
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ProbEme 2 (8 points)
1- Centralisateur

1.1- Si G est un groupe etx ! G, on appelle centralisateur de x le sous-ensemble& (x)
des elements d€& qui commutent avecx :

Z(x)={y! G, xy = yx}.

Montrer que les centralisateurs dOun group& sont des sous-groupes, et que pour tout
(x,y)! G2,
Z(yxy' )= yZ(x)y' .

1.2- Dans le groupeS s, montrer que toute permutation ! du centralisateur de la trans-
position (12) veribe! ({1,2}) = {1,2} et ! ({3,4,5}) = {3,4,5}. En deduire queZ((12))
contient 12 elements et en donner la liste.

1.3- Dans le groupeSs5, montrer que Z((12)(34)) contient 8 €lements et en donner la
liste.

1.4- Dans S, montrer que le centralisateur dOune transposition contient 12 elements, et
gue le centralisateur dOun produit de deux transpositions a supports disjoints en contient 8.

2- Automorphismes de  Ss

On appelleautomorphismedOun group& tout homomorphisme de groupe bijectifG " G.
On note Aut(G) le groupe des automorphismes d& pour la composition des applications.
On rappelle quOun element dOun groupe est ditiOordre deujorsquex # 1 et x? = 1.

2.1- Montrer que si! ! S5, IQapplicationf, : Ss" Ss debnie parf, (") = 1" ' I pour
tout " I Ss est un automorphisme deSs. Un tel automorphisme est dit interieur. Montrer
que IOapplicatiorSs " Aut(Ss), ! $" f; est un homomorphisme injectif de groupes.

2.2- Montrer que tout automorphisme # dOun groupes envoie un element dOordre deux
sur un element dOordre deux et que pour towt! G, on a#(Z(x)) = Z(#(x)).

2.3- Decrire tous les elements dOordre deux 8g. Montrer que IOimage dOune transposi-
tion par un automorphisme de S est une transposition (on pourra utiliser 1-).

2.4- Soit # ! Aut( Ss). Montrer que IQintersection des supports dé((12)) et de #((13))
est reduite a un singleton. En deduire que# est necessairement interieur.
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UVSQ 2005/2006 25 novembre 2005
Licence de sciences et technologies
LSMA112 (algebre 3)

Corrige succinct du partiel

Questions de cours

2- En termes de produits de cycles a supports disjoints,s = (1792648)(35) ett =
(13529)(4867). Ces cycles nOont pas les mémes longuewst t ne sont pas conjuguees.

Probeme 1

1- A |Qaide de la formule du produit de matrices, on trouve que le cbeient de lai-éme
ligne et de laj-&me colonne de!MM est la somme de NewtorS;+j: 2,a savoir

! $
n S, ... Sni 1
n0ST S ... S, %
‘MM = .
#oo 8
Shi1 S ... Somi2

2- On note V le polynéme de Vandermonde erX 1, X, X3. Comme dettM) = det( M)
(cOest vrai pour nOimporte quelle matrice carreey? = det('M)det(M) = det(‘MM ) =
3S,S,! S?S,! 3S5+2S;S,S;! S3 (calcul elementaire du determinant dOune matrice"33).

3- Comme V2 est un polynéme symetrique,V?2(x1, X2, x3) sOexprime en fonction des
polyndmes symetriques elementaires ex{, x», x3), cOesta-dire en fonction des coecients
p et q du polyndme dont ils sont les racines (relations entre racines et coecients dOun
polynéme). PuisqueS; (X1, X2, X3) = 0 (le coe! cient de X2 dans X 3 + pX + g est nul), on
a dep la simplibcation suivante : V?(x1, X2, X3) est la valeur en (X1, X2, X3) du polynéome
3S,S,! 353! S3. A IQaide des formules de Newton qui impliquent qu&, = 121 2! ,,
Sy =131 3111,+313,S,= 141 4121,+41,1 3+21 2 et des relations entre racines et cde-
cients qui imposent! »(x1X>X3) = p et ! 3(X1X2x3) = ! @, on obtient que V2 = | 4p®! 27¢.
Commep et g sont rationnels, V2 10est aussi.

ProbEme 2

1.1- Soit x # G. Que 1# Z(x) est evident ; siz,z # Z(x), on a successivemenkzz =
Zxz = zzZ'x : Z(x) est stable pour le produit ; en multipliant par z' * & gauche eta droite
IOegalite&z = zx, on obtient z' x = xz' 1 : Z(x) est stable pour le passagea IQinverse. Ainsi
Z (x) est-il un sous-groupe deG.

Soientx,y # G. Siz # Z(yxy' 1), alors zyxy' * = yxy' 1z, ce qui sOecrit aussi 1zyx =
xy' 'zy en multipliant a droite par y eta gauche pary' ! ; cette derniére egalite montre
quey' lzy # Z(x), qui equivauta z # yZ(x)y' 1. On a montre queZ(yxy' 1) $ yZ(x)y' 1.
Inversement, siz # Z(x), on a successivementyzy' H(yxy' 1) = yzxy' !t = yxzy' ! =
(yxy' H(yzy' 1) ; cela montre queyZ (x)y' *'$ Z(yxy' 1). Au bout du compte, Z (yxy' 1) =
yZ(x)y' *.

1.2- Si! # Z((12)), alors ! (12)!' 1 = (12) Par ailleurs, ! (12)!' 1 = (1 (1)! (2)) par la
formule de conjugaison des cycles ; ainsi stabilise-t-il {1, 2} et son complementaire{ 3, 4, 5} .

Comme le produit dOune permutation dg 1,2} par une permutation de {3,4,5} commute
avec (12), on obtient les 12 possibilites suivantes (deux choix pour les images de 1 et 2, six
choix pour les images de 3, 4 et 5) Z((12)) = {id, (34), (35), (45), (345), (354), (12), (12)(34),
(12)(35), (12)(45), (12)(345), (12)(354)} .
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1.3- Soit ! ! Z((12)(34)) ; alors ! (12)(34)! ' 1 = (12)(34). Par ailleurs, ! (12)(34)! ' 1 =
(@@ (3)! (4)) par la formule de conjugaison des cycles. Alors! ({1,2}) ! {{ 1,2},
{3,4}} et! ({3,4}) ! {{1,2},{3,4}}. On obtient ainsi les 8 elements suivants (considerer
successivement toutes les images possibles de 1, 2, 3et4)t Z((12)(34)) = {id, (34), (12),
(12)(34), (1324), (13)(24), (1423), (14)(23)}. [Remarques : on pouvait sOattendre erl et a
trouver les elements du groupe de Klein dé& 4 puisquOil est abelien ; la notion dOaction de
groupe rendra les resultats des question$.2- et 1.3- presque automatiques).

1.4- Toute transposition de S5 est conjuguee a (12). DOapms.1-, les centralisateurs des
transpositions sont donc conjugues a un groupe dOordre 12 : ils sont eux-mémes dOordre 12.
De la méme mankre, puisque les produits de deux transpositions a supports disjoints sont
tous conjugues a (12)(34), leurs centralisateurs sont dOordre 8.

2.1- f, est bijective puisquef,: 1 est une reciproque. Par ailleurs, pour tous,t” ! Ss,

on a successivement, (tt") = Ittt = (1t Hoe'tt Y = £, (O)f, (t) : cela montre que
f, est un homomorphisme de groupes. Ainsif, ! Aut( Ss).

Soit f : S5 " Aut(Ss), ! # f,. Pourtous!,!"! Ss etpourtout " ! Ss, ona
successivement,, -(")= (! )" (1 )Y L=t Y L= f (F, (M) = (F, $F,0)("). Cela
montre quef, - = f, $f,- pourtous!,!"! S5, cOesta-dire qué est un homomorphisme
de groupes.

Si! est dans le noyau def , alors! est dans le centre deSs qui est trivial ; donc f est
injectif.

2.2- Soientx! Get#! Aut(G).

On suppose quex est dOordre 2. Comme %1 et # est injectif, #(x) %1. Par ailleurs,
(#(x))2 = #(x?) = #(1) = 1. Cela montre que #(x) est dOordre 2.

Siz! #(Z(x)), soit y! Z(x) tel que z = #(y). Alors, z#(x) = #(yx) = #(xy) = #(X)z,
dOaiz ! Z(#(x)). Ainsi, #(Z(x)) & Z (#(x)).

Inversement, siz ! Z(#(x)), soit y = #' 1(2). Alors, #(xy) = #(x)z = z#(x) = #(yx) ce
qui implique, puisque# est injectif, quexy = yx : y ! Z(x), soit encorez = #(y) ! #(Z(x)).
Ainsi, Z(#(x)) & #(Z(x)). Au bout du compte, #(Z(x)) = Z(#(x)).

2.3- A IOaide de la decomposition des permutations en produits de cycles a supports
disjoints, on voit immediatemment que les elements dOordre 2 &e; sont les transpositions
et les produits de deux transpositions a supports disjoints.

Soit # ! Aut(Ss) et " une transposition. DOapre.2-, #(") est dOordre deux, donc est
une transposition ou un produit de deux transpositionsa supports disjoints. DOapreg.4-, le
centralisateur de" est dOordre 12. Alors, dOapi2-, le centralisateur de#(") est egalement
dOordre 12. Ainsi#(") ne peut-il pas @tre un produit de deux transpositions & supports
disjoints (son centralisateur serait dOordre 8 dOap@s4-). Donc cOest une transposition.

2.4- #((12)) est une transposition (ab) et #((13)) est une transposition (cd). On ne peut
pas avoir{a,b} = {c,d} ni {a,l ' {c,d} = ( car alors, (@b et (cd) commuteraient ce qui
nOest pas puisque (12) et (13) ne commutent pas (puisqéeest injectif, deux permutations s
et t commutent si, et seulement si#(s) et #(t) commutent). Donc le cardinal de{a, b}' {c, d}
egale 1.

Onnote a; ! {1,...,5} IOelement commun entre les supports @g(12)) et de #((13)).
Pour chaquep ! {2,...,5}, soit alors a, ! {2,...,5} tel que #((1p)) = (aap) (pour
a, et as, méme raisonnement que poum, et az ; comme# est injectif, les a, sont tous
distincts). On note $ ! Ss la permutation dePnie par$(p) = a, pour tout p! {1,...,5}.
Alors, #((1p)) = $(1p)$' t = f- ((1p)) pour tout p ! {1,...,5} : les automorphismes#
et f- co®ncident sur les transpositions de la forme L. A cause des formules du type
(13)(12)(13) = (23), cela montre que # et f- co®ncident sur les transpositions de la forme
(k,k +1) ; comme ces derniéres engendrenSs, on obtient # = f. : # est interieur.
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UVSQ 2005/2006 31janvier 2006
Licencede scienceset technologies
LSMA112 (algebre 3)

Examen

(deux heures)

Questions de cours
1- Donner un exempledOactiortransitiv e dOungroupe sur un ensenble.
2- Enoncer le premier theoreme dOisomorphismeour les groupes.

3- Soit V un espacevectoriel de dimension bnie sur R. Montrer que SL(V) est un sous-
groupe distingue de GL(V) et que le quotient GL(V)/ SL(V) estisomorpheau groupe mul-
tiplicatif R'.

Probl eme 1

On note F3 le corps Z/ 3Z et SL(2, F3) le groupe desmatrices 2! 2 acoe! cients dansF3
dont le determinant vaut 1.

1- Montrer que IOordrede SL(2, F3) est 24. Quels sort les ordres des 2-sous-grous de
Sylow et des 3—sous—gro|upesde Sylow de SL(2, F3) ?

1 a

2- Montrer queT = { 01

dansSL(2,F3) ?
3- Calculer le nombre de 3-sous-grougsde Sylow de SL(2, F3).

, a" F3} estun sous-groupede SL(2, F3). Est-il distingue

Probl eme 2

Soit G un groupe inPni. On supposeque G cortient un sous-groupe H di" erert de G
dont IQindicedans G est bni.

1- On note n = [G : H]. Montrer que IQactionde G par translation & gauche sur les
classesa gauche modulo H, debniepar x.yH = xyH pour tous x et y dansH, induit un
homomorphismede groupes

| :G# S,.

2- Montrer que! nQespas injectif.

3- Montrer que #
ker(!) = xH x#1
X" G
et en deduire queker(! ) $ G.
4- Montrer que G nOespas simple.
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UVSQ 2005/2006 5 septembre 2006
Licence de sciences et technologies
LSMA112 (algebre 3)

Examen, seconde session

(deux heures)

ProbEme 1 (7 points)

Soit n un entier naturel, n! 5.

1- Sip" {1,...,n}, quelle est la signature dOup-cycle du groupe symetriqueS , ?
2- Calculer le produit des deux 5-cycles (12345) et (12543).

3- Montrer que tout 3-cycle de S, est produit de deux 5-cycles.

4- Le groupe alterneA, est-il engendre par ses 5-cycles ?

ProbEme 2 (13 points)

Soit n un entier naturel non nul. On note B IOensemble des matrices triangulaires
superieures du groupe lineaire Gltg, C) :

I "
B = (mi,j )1! ij!n " GL(na C)v #(I,J )1 |>J =$ mi,j =0 ’

T IOensemble des matrices diagonales de @LC) et U IOensemble des matrices d& dont
tous les elements diagonaux egalent 1. On admettra, sans chercher a le demontrer, dgie
U et T sont des sous-groupes de Gig( C).

Partie |

1- SoientM = (M )arijrn, N =(Nij)uijin P =(pj)uijrn dans B, tels que
MN = P. Montrer que p;; = m;; nj; pourtout i " {1...,n}.

2- Montrer que IQapplicationf : B % T debnie, pour toutM = ( Mij )1t ij 1 n, PAr

# &
mi 0 0 .
f(M>=§ O Mz i
% 1 . . o (

0 0 mpn

est un homomorphisme surjectif de groupes.
3- Montrer que U est un sous-groupe distingue d& et que B/U est isomorpheaT.

4- Le groupeT est-il isomorphe au groupe produit C")" ?
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Partie I

On appelle drapeau completde C" tout n-uplet E = (E1,E»,...,E,) de sous-espaces
vectoriels deC" tels que dimE; = j pour tout j ! {1...n} et tels que

E." Ep" 444 E, = C".

1- Pour tout g! GL(n, C) et pour tout drapeau complet E = (E1,E»,...,Ep), on note
g.E le n-uplet de sous-espaces vectoriels

|
9.E= 9(E1),9(E2),...,9(En) .

Montrer que g.E ainsi debni est un drapeau complet et que |Oapplicatiom (E) #$ g.E est
une action du groupe GL(n, C) sur IOensemble des drapeaux complets. Cette action est-elle
transitive ?

2- On appelle drapeau standard le drapeauS = (Sy,...,Sy) al S; est le sous-espace de
C" engendre par les premiers vecteurs de la base canonique. Identiber le groupe dOisotropie
du drapeau standard.

! .
3- Expliciter une bijection entre IOensemble des classesa gauch8L(n, C)/B 9 etlOensemble
des drapeaux complets deC".
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UVvSQ 2006/2007 16 mars 2007
Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et geometries)

Examen partiel

Question de cours (3 points)

Pour quelles valeurs de |Qentier non nui le groupe alterneA,, est-il simple ? Donner la
liste des €lements du groupe de Klein, sous-groupe distingue dOordre 4 du groupe alténe

ProbEme 1 (6 points)

Dans IOanneau de polynomegX,Y,Z], pour tout k ! {1,2,3}, on note !  le polynéme
symetriqgue elementaire de degr& et S¢ le polynéme de Newton de degré&.

1- Question de cours : exprimer, sans demonstration,S, en fonction de! ; et ! ,.

2- On note P le polynome symetriqueP (X,Y,Z) = X2Y2+ Y?2Z2+ Z2X 2 (on ne demande
pas de montrer queP est symetrique). Exprimer! »2 en fonction deP etdes!y, 1" k" 3.
En deduire un polynomeQ ! Z[X,Y,Z]telque P = Q(! 1,!2,! 3).

3- Soit R(X,Y,Z) = (X?# Y2# Z?)(Y?# Z?# X?)(Z?# X?# Y?). Montrer que R est
symetrique et |IOecrire en fonction deg, !, et ! 3.

ProbEme 2 (11 points)
Dans le groupe symetriqueS g, on note
a=[3,4,217286,5], b=[5,6,8,721,3,4], c=(12)(34)(56)(78),
et H le sous-groupe engendre paa et b.

1- Question de cours : donner deux debPnitions equivalentes du sous-groupe engendre par
une partie A dOun groupés (on ne demande pas de montrer que les deux debnitions que
IOon donnera sont equivalentes).

2- Decomposera et b en produits de cycles a supports disjoints et calculer leurs signatures.

3- Calculer a? et I? en fonction dec et montrer que c est dans le centre deH (on rappelle que
le centre dOun groupe est |Oensemble de ses elements qui commutent avec tous les elements
du groupe).

4- Calculer les ordres dea, b et ¢ et montrer que ba= a%b = cab (IOordre dOun elemert
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dans un groupe note multiplicativement est le plus petit entier strictement positif n tel que
x" =1).

5- Montrer que H = {aPt", (p,g ! Z2%} (on pourra veriber auparavant que IOensemble
{aPH?, (p,q) ! Z?} est un sous-groupe deH).

6- Deduire des questions precedentes que
H = {cPa%, (p,q,n! {0,1}°}.
Donner une liste exhaustive des elements dd . Quel est son cardinal ?

7- Question de cours : donner la debnition de sous-groupe distingue. Montrer que le
sous-groupe engendre paa est distingue dansH. Quel est son cardinal ?

8- Montrer que tous les sous-groupes a 4 elements dé sont distingues. Combien y en
a-t-il ?

9- Est-il vrai que tous les sous-groupes dél sont distingues ? Le groupeH est-il commu-
tatif ?
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UVvSQ 2006/2007 16 mars 2007
Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et geometries)

Corrige succinct du partiel

Question de cours

Sin! 5, A, est simple (theoeme du cours). Sin =1, 2 ou 3, A, est €galement simple
car il est cyclique, respectivement dOordre 1, 2 ou 3. Le seul cas Ay nOest pas simple est
le casn = 4. Dans ces conditions, le groupe de KleirkK = {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
en est un sous-groupe distingue.

ProbEme 1
1-S,=12" 20,

2- En developpant, on obtient! 2 = (XY + XZ +Y Z)2= P+214!3. Ainsi, P = 13" 21 115
le polyndomeQ(X,Y,Z)= Y2" 2XZ convient.

3- La transposition qui echangeX et Y et bxe Z permute les deux premiers facteurs de
R et laisse le troiseme invariant ; elle bxe doncR. On montre ainsi de la méme mankire
gue R est bxe par les trois transpositions du groupe symetriqu& ;. Comme ces dernéres
engendrentS 3, toutes les permutations bxentR : il est symetrique.

On developpe :R = (2X2" S;)(2Y2" S,)(2Z2" S;)=8!13" 4S,P + S3. En utilisant
les questions precedentes, on obtiel® = 1 $" 61 1, +81313+81212" 16/ ;1,1 3+8!3.

ProbEme 2
2-a=(1,3,24)5,7,6,8) etb=(1,5,2,6)(3, 8,4, 7) sont des permutations paires.

3- Un calcul immediat fournit a> = ¥ = c¢. Cela montre quec commute aveca et b, donc
avec tous les elements del puisque ce dernier est engendre pa et b.

4- 2 =idet a* = b* =id alors que a? = b? = c#id. Donc c est dOordre 2, et et b sont
dOordre 4. Par le calculab = (1,7,2,8)(3,5,4,6) et ba= cab= (1,8,2,7)(3,6,4,5). Par
ailleurs, cab= a®b puisquec = a2.

5- Par une recurrence immediate, on montre quéPad = a39b pour tous p,q$ Z. On note
I = {aPf, (p,9 $ Z?}. Que | soit non vide est evident. Sip,q$ Z, alors (@PH)' 1 =
b 9a' P = a' %P 9 $ | ; cela montre quel est stable par passagea IOinverse. §iq,r,s$ Z,
alors aPtfa’b® = aP*3 "+ s $ | ; cela montre quel est stable pour le produit. Au bout du
compte, | est un sous-groupe ded. Comme le groupel contient a = alk® et b= albt, il
contient le sous-groupe engendre paa et b, cOesta-direH. Ainsi, | = H.

6- Soit J = {cPalb, (p,q,r) $ {0,1}%}. Clairement, J % H puisquec = a?. Inversement,
soient" et# dansZ etx = a' b $ H. On € ectue la division euclidienne de' et de # par
2 : soient$ et %dans Z et p et q dans{0,1} tels que" =2%$+ pet# = 2%+ g. Alors,
x = c*aPcPf = ¢ 3aPbi (c est central dDapms la questioB-). Sir $ {0,1} designe le reste
de la division euclidienne de$ + %par 2, alorsx = ¢'aP? $ J. Cela montre queH = J.

Ainsi H est-il I©Oensemble des 8 =*ermutations distinctes {id, c, a, b, ab, ca, cb, cgb(avec
ca= a, cb= b?, cab=(ab)?).

7- On note &' le groupe engendre paa. En utilisant les relations entre a et b des questions
precedentesbad * = (bab® = ab* = a® $ &a'. PuisqueH = &, b, cela su' ta montrer
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que !a" est distingue dansH. Comme a est dOordre 4, le cardinal déa" = {id, a, a%, a3}
est 4.

8- Les elements dOordre 4 d¢ sont a, b, ab, a® = ca, b® = cbet (ab® = cah Donc H
contient trois sous-groupes dOordre 4, qui soha”, " et ab'. Par un raisonnement analogue
a celui de 7-, ils sont tous distingues dansH .

9- Si un sous-groupe deH contient a et b, il @galeH. Si un sous-groupe deH contient
ad et b, il contient a = (a%)?% ; il egale doncH. Si un sous-groupe deH contient a et ab,
il contient b= a3(ab) ; il egale doncH. Par des raisonnements analogues, on montre que
les seuls sous-groupes dd contenant deux elements dOordre 4 soht et les sous-groupes
dOordre 4 eux-mémes.

Ainsi, outre les sous-groupes dOordre 4, les sous-groupesdsont :

- I®unique sous-groupe dOordre 2 qui est central, donc distingue (co¥st

- {id} et H.
Tous sont distingues. Pour autant, H nOest pas abelien puisqueet b ne commutent pas.

NB : avec la theorie elementaire des groupes Pnis, dresser la liste des sous-groupdd de
est immediat car on saita priori que les seuls cardinaux possibles sont les diviseurs de 8.
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Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et geometries)

Examen

(deux heures)

Question de cours (5 points)

1- Donner la dePnition de sous-groupe distingue. Donner un exemple dOun groupe non
commutatif G et dOun sous-groupe distingud de G tel que H I {{ 1}, G}.

2- Enoncer le premier theoeme dOisomorphisme pour les groupes.

3- Soit G un groupe agissant sur un ensembl& . Montrer que tous les groupes dQisotropie
des elements dOune méme orbite sont conjugues.

ProbEme 1 (5 points)

On note SL(2,Z) le sous-groupe de SL(ZR) debni par
" # $

SL(2,2) = ‘Z‘ 3 ,(ab,c,d! Z% ad” be=1

et SL(2,Z/112) le groupe special lineaire sur le corp&/ 11Z.
1- Pour tout entier x, on note X la classe dex modulo 11. Montrer que IOapplication

f: .SLR2Z), # SL(22/32)
b

a b a
c d $# cd
est un homomorphisme de groupes.
2-Onnote! = {M ! SL(2,2), f(M) = 1,} a |, designe la matrice identite de

SL(2,Z/11Z). Montrer que ! est un sous-groupe distingue de SL(Z).

3- On admettra que le groupe SL(2Z/11Z) est engendre par les deux matrices
" # " #

0 _
" et T=

=l

Ol
Ol kI

Montrer que f se factorise en un isomorphisme de groupes

SL(2,2)/! % SL(2,2/112).
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ProbEme 2 (10 points)

Dans IOespace vectoriB?, on notee; = (1,0), &, = (0,1) et Cle carreC= {e;,e,! e1,! e}.
On note G le sous-groupe des endomorphismes inversibles & qui stabilisent C :

G={g" GL(2,R), 9(O = C}.
1- On consicére IQaction dé&s sur C, dePnie parg.v = g(y) pour tout (g,v) " G# C(on

ne demande pas de montrer que ceci est une action, on IOadmettra).
Question de cours : montrer comment cette action debPnit un homomorphisme de groupes

1 :G$ Sc.
Montrer que ! est injectif.

2- Dessiner le carre et montrer que cette action est transitive (on pourra par exemple
considerer les matrices des symetries par rapport aux diagonales ou aux medianesGle

3- Soit g" G tel que g(e1) = e;. Montrer que g(e2) " {e2,! e}. En deduire la liste des
elements deG qui bxent e;.

4- Deduire IOordre d& des questions2- et 3-.

5- Numeroter les sommets du carre et donner la liste des permutations paires et des
permutations impaires de! (G).

6- Montrer que IOapplication determinant est une surjectiorG $ {! 1,1} et que G est
isomorphe a un produit semi-direct

GCWz/4z# 7127,
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Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et geometries)

Examen, seconde session

(deux heures)

ProbEme 1 (7 points)

1- (Question de cours)  Soit n un entier naturel non nul. Montrer que le groupe quotient
GL(n, R)/ SL(n, R) est isomorphe au groupe multiplicatif R' .

2- Montrer que IOapplication

R'! SL(3,R) " GL(3,R)
(%, 9) #' xg

est un homorphisme de groupes injectif. Le groupe GL(R) est-il isomorphe au produit
direct R' ! SL(3,R) ?

3- LOhomorphisme de groupes

R'! SL(2,R) " GL(2,R)
(%, 9) #' xg

est-il injectif ? Est-il surjectif ?
4- LOhomorphisme de groupes

c'! sL(2,C) " GL(@2,C)
(%, 9) #' xg

est-il injectif ? Est-il surjectif ?

ProbEme 2 (13 points)

Soit n un entier superieur ou €gala 4. Pour toute permutation! $ S, on note Z, le
centralisateur de! :
Z| :{II$Sn' !Il :II!} ;

cOest un sous-groupe &, (on ne demande pas de demontrer cela).

1- Centralisateur dOun  3-cycle

1.1- Soientt une puissance du 3-cycle (123) et $ S, n;. On considerera le groupe

S{4..n) COMMe un sous-groupe dé&, en prolongeant toute permutation de{4,...,n} a
{1,..., n} par lOidentite su{ 1,2, 3}. Montrer que le produit ts est dansZ ;3 .
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1.2- On note T le groupe engendre par (123). Montrer que |Oapplication

T! S{4,...,n} " Sn
(t,s) #' s

est un homomorphisme injectif de groupes. En deduire quiZ i3 | $ 3.(n %3)! .

1.3- On consicére IQaction d&,, sur Iui—[néme par conjugaison, debnie par." = 1"l 1
pour toutes permutations ! et ". Decrire |Oorbite du 3-cycle (123)question de cours ) et
calculer son cardinal. En deduire que IOordre d&,3 €gale 3(n %3)!.

1.4- Montrer que Z (123 estisomorphe au produit direct de groupesZ/3Z! Sy 3.

1.5- Si c est nOimporte quel 3-cycle d8 ,, est-il vrai que son centralisateurZ. est encore
isomorphe au produit direct Z/3Z! Sy 3 ?

2- Centralisateur dOun produit de deux transpositionsa su pports disjoints

2.1- (Question de cours) On note K le groupe engendre par (12)(34) et (13)(24). Est-il
abelien ? Quel est son ordre ?

2.2- Calculer le cardinal deNIOorbite de (12)(34) sous IOactioe &, sur lui-m&me par
conjugaison. En deduire que |Oordre d&;z i34 €st 8(n %4)! .

2.3- Montrer que le sous-groupe engendre paf et par la transposition (12) est contenu
dans Z 1534y - Est-il abelien ? Quel est son ordre ?

2.4- Montrer que si # est un produit de deux transpositions a supports disjointsde S,
son centralisateurZ, estisomorpheaz! S, 4 ol Z estun produit semi-directZ/ 4212/ 2Z
entre les groupesZ/4Z et Z/ 2Z.
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UVSQ 2009/2010

Licence de sciences et technologie, sante
LSMA212 (groupes et geometries)

12 mai 2010

Examen Pnal (deux heures)

1 Questions de cours (5 points)

1.1- Pour quelles valeurs de ! N' le groupe alterneA,, est-il simple ?
1.2- Est-il vrai que toute permutation de Sg est un produit de 5-cycles ?

1.3- Montrer que le groupe multiplicatif U de toutes les racines de IQunite dans le corps
des nombres complexes est isomorphe au groupe quotieniZ.

2 Premier probEme (7 points)

Soient A et B les matrices de GL(2C) debnies par
! n ! n
_ i 0 _ 0 1
A= 0 "i etB= . 10

On note H le sous-groupe de GL(Z) engendre parA et B.

2.1- Calculer les ordres dé et B dansH et montrer les relationsBA = A°B = " AB.
2.2- Montrer que {APBY, (p,0g ! Z?} est un sous-groupe de GL(Z). On le noteK .
2.3- Montrer queH = K.

2.4- On note | 1Oelement neutre du groupe GL(@). Montrer que

H = {("1)’PA%", (p,q,n! {0,1}°}

et donner une liste exhaustive des elements He Quel est IOordre del ?

2.5- Question de cours : donner la debnition de sous-groupe distingue.
Montrer que le sous-groupe engendre pArest distingue dandd. Quel est son ordre ?

2.6- Pour chaque entiem, donner la liste des sous-groupes d& dOordren.
2.7- Les sous-groupes dd sont-ils tous distingues ? Le groupH est-il commutatif ?
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3 Second probEme (8 points)
Soit C le Orectangle® de? debni par
C=1{(1,2),( 1,2),( 1,! 2),(1,! 2)}.
On note G le groupe des automorphismes lineaires B8 qui preserventC, cOest-a-dire
G={f " GL(R?, f(C = C}.

3.1- DessinerC et montrer queG = {f " GL(R?), f(C) # C}.

3.2- Op notes " «GL(R?) IGautomorphisme dont la matrice dans la base canonique de
R? est 0 V2
2 0

3.3- On considere |Oaction naturelle d& sur C, debnie parf.c = f (c) pour tousf " G
etc" C(on ne demande pas de demontrer que cOest une action). Montrer que cette
action est transitive.

. Montrer ques" G.

3.4- On note Gy 5 le sous-groupe dOisotropie de, 2). Montrer que |G| = 2 et
expliciter les elements d&; ).

3.5- Calculer IQordre d6.
3.6- OnnoteA=(1,2,B=(!12),C=(!1"!2)etD =(1,! 2). On note

1 :G$ SC

IGhomomorphisme de groupes induit par IOactionGlsur C. Calculer le noyau de et
IOimage ds par ! . Montrer que |Oimage de contient le groupe de Klein deS¢, qui

en est le sous-groupe engendre par les produits de transpositions a supports disjoints.
On noteraK ce groupe de Klein.

3.7- Le groupeG est-il isomorphe au sous-groupe d&c engendre pakK et la trans-
position (B,D) ? Est-il commutatif ?
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UVSQ 2009/2010

Licence de sciences et technologie, sante
LSMA212 (groupes et geometries)

12 mai 2010

Examen Pnal : corrige succinct

1- Questions de cours

1.1- A, est-il simple si, et seulement sh £ 4.

1.2- La reponse est non. En ket, un 5-cycle est une permutation paire. Ainsi, le groupe engendre
par les 5-cycles est inclus dand ; il est donc di! erent deSg.

1.3- LOapplicationx "# exp(2i! x) est un homomorphisme de groupes@,+) # (U,$). Il est surjectif
et son noyau estZ. On conclut avec le premier theoeme dOisomorphisme.

2- Premier probEme

2.1- Par le calcul, on trouve A2 = B2 = %l . Donc A et B sont dOordre 4. Les relationBA = A°B
%AB se montrent par le calcul.

2.2- Soit K = {APBY, (p,q) & Z?}. On montre dOabord que g et g sont des entiers relatifs, APB 9
(%1)PIBIAP, & partir de la relation AB = %BA (montrer dDabord par recurrence sun que A"B
(%61)"BA" si n est positif, puis par recurrence surg que pour tout p positif, APB% = ( %1)P9BIAP,

Pour passer aux negatifs, utiliserA' 1 = ASetB'1=B3:sip' Oetq( 0, APB9= A'3PB9eton

est ramene au cas dOexposants positifs ou nuls, ce qui doARB 9 = (%1)' SPIBIA' 3P = (%1)PIBIAP,

Idem pour les deux autres cas.

Soient maintenantp, p’, getq dansZ. Alors, APBIAP BY = (01)P GAP*P BA+d = A2P'G+P+P'BGHA g

K. Par ailleurs, (APB9)' 1 = B' 9A' P = (9%1)PIA' PB' 9 = A2Pd' PB' d est egalement dan¥ . On a
montre que K , qui est @videmment non vide, est stable par mutiplication et par passage a |IQinverse :
cOest un sous-groupe.

2.3- CommeA et B sont dansK (prendre respectivement ¢, d) = (1, 0) puis (p, g = (0, 1)), le groupe

H, engendre parA et B, est inclus dansK . Inversement, tout element deK sOecrit comme produit

de A, B, et de leurs inverses. Don& est inclus dansH .

2.4- LOinclusion) est evidente. SoitA?B® & H ai a et b sont des entiers relatifs. DOapm®s la question
precedente, tout element deH sOecrit ainsi. Soient),r & {0,1} et s,t & Z tels quea = 2s+ q et

b= 2t+ r (division euclidienne par 2). Alors, A2BP = (%1)S*A9B". Si on notep le reste de la division
euclidienne dest par 2, on obtient ainsi p, q,r & {0, 1} tels que A2B® = (%l )PAIB".

En prenant toutes les valeurs dep,q,r & {0,1}, on obtient H = {x I, + A, +B, £+ AB}. Comme AB

est distinct de £ 1, + A, + B (calcul), cela montre que|H | = 8.

2.5- Puisque H est engendre parA et B, il su" t de montrer que BAB ' 1 & *A+ pour montrer que
*A+"B. Or, BAB' 1= BAB 3 = (%1)®B.B3A = %A = A3 & *A+ PuisqueA est dOordre 4*AH = 4.

2.6- Sin nOest pas un diviseur de 8 nOa pas de sous-groupe dOordréheome de Lagrange). Le
groupe trivial est le seul sous-groupe dOordre 1 Bt est son seul sous-groupe dOordre 8. Restent les
sous-groupes dDordre 2 ou 4. Dans la liste des element$ideseul %l est dOordre 2 ; cela montre que
*61+est le seul sous-groupe dOordre 2 He Les sous-groupes dOordre 4 somt+= {+ |, + A}, *B+et

*AB +

2.7- Les sous-groupes dOordre 4 sont dOindice 2, donc distingues. Le sous-groupe dOordre 2 est central,
donc distingue. Cela montre que tous les sous-groupes e sont distingues dansH .

Pourtant, AB = %BA £ BA : le groupeH nQest pas abelien.
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3- Second probEme

3.1- Sif ! GL(R?) veribef (C) " C, puisquef est une bijection, IOimage paf de C a exactement 4
elements et est contenue dan€ : cOesC. Donc {f ! GL(R?), f (O " C}" G. LOautre inclusion est
evidente.

3.2- Par le calcul, s(1,2) = (1,2) ! C s(#1,2) = (1,#2)! C Doncs! G (inutile de calculer
s(#1,#2) ni s(1,#2) puisques est lineaire : s(#x) = s(x) pour tout x ! R?).

3.3- Pour montrer que IOaction est transitive, il sti t de montrer que tout @lement deC est IOimage de
(1, 2) par (au moins) un €lement deG. On le montre au cas par cas:

()id(1,2)=(@,2)etid! G (1) ;

(i) s(1,2) = (1,#2) dOapes la question.2- ;

(i) #id! G (veribcation facile) et# id(1,2) = (#1,#2) ;

(iv) #s=#id.s! Get#(s)(1,2)=(#1,2).

Donc IQaction est transitive.

3.4- Sif | G bxe (1,2), elle bxe aussi# 1,# 2) puisquOelle est lineaire. Donfc Pxe aussi # 1, 2) et
(1,#2), ou les echange. Dans tous les cas, puisque (2, (#1,2)) est une base deR?, tout f | G
est determinee par |IOimage det(,2). Ou bien f (#1,2) = f (#1,2) auquel casf = id. Ou bien
f(#1,2) =(1,#2) auquel casf = s. Ainsi, G 5 = {id, s} est dOordre 2.

3.5- Puisque I0action n®a quOune orbite a 4 elements et puisque le groupe dOisotropie dOun element de
cette orbite est dOordre 2, la formule des classes montre @& =4 $ 2 = 8.

3.6- Par debnition, ! (g)(c) = g.cpourtousg! Getc! C

Sig! ker(!), alors g bxe tous les @lements d€. Or g est lineaire etC contient une base deR?. Donc
g=id : g est injectif.

OnavuquesA=A,sB =D, s.C=Cets.D = B. Autrement dit, ! (s) est la transposition
(B,D).

#id! Get! (#id)=(AC)B,D). Donc (A,€)(B,D) I im(!). Par ailleurs, IGendomorphisme de
R? dont la matrice dans la base canonique est #01 2 envoie A sur B et C sur D : il est dans
G et son image par! est (A,B)(C,D). Donc (A,B)(C,D) ! im(!). Ainsi, le groupe engendre par
(A,B)(C,D) et (A,C)(B,D), qui est le groupe de KleinK, est contenu dans im( ).

3.7- Puisque! est injectif, il dePnit un isomorphisme deG sur son image. Cette dernere est donc
un groupe dOordre 8. Par ailleurs, inh() contient K et la transposition (B, D). Donc elle contient le
groupe engendre paiK et (B,D) qui est dOordre superieur ou egala 8. Cela montre que ity =
%, (B,D)&" G.

Ce groupe nOest pas commutatif caB( D ).(A,B)(C,D) = (A,D,C,B ) alors que (A,B)(C,D).(B,D) =
(A,B,C,D).
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Examen Pnal (deux heures)

1 Questions de cours (6 points)

1.1 Donner la debnition dOun sous-groupe distingue.
1.2 Enoncer le premier theome dOisomorphisme pour les groupes.

1.3 Prouver que le groupe quotient GLg, C)/ SL(n, C) est isomorphe au groupe mul-
tiplicatif C'.

2 ProbEme (14 points)

On note GL(R?) le groupe des endomorphismes inversibles de IOespace vectoridkteel
On note G, I0ensemble des droites vectorielles R& On considere l@ction naturelle
de GL(R?) sur G, dePbnie par

lg" GL(R?), !'D" G, géaD = g(D)

(on ne demande pas de demontrer que cela debnit une action).
2.1 LOaction naturelle de GIR?) sur G, est-elle transitive ?
2.2 On suppose qué " GL(R?) a la propriete suivante : pour toutu " R?, il existe
I'y" Rtel quef(u)=1,u.
2.2.1 Soit (u, v) une famille libre de vecteurs ddR?. En calculant f (u+ v) de deux
fa@ons, montrer que , = ! .
2.2.2 Soit (u,v) une famille liee de vecteurs d®2. En considerant un troiseme
vecteur lineairement independant de et v, montrer que! , = !,.
2.2.3 Deduire des questions precedentes duest unehomothetie vectoriellecOest-
a-dire quOil exista" R' tel quef = aidge.
2.3 Soit" : GL(R?) # S, IOhomomorphisme de groupes induit par IOaction de RA)(
sur G,. Calculer le noyau de'.
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2.4 On note G, I0ensemble forme des couples de droites vectorielles distincteR?de
On considére laction naturelle de GL(R?) sur G;, dePnie par

! g " GL(RZ), ! (Dl, DZ) ! GZ! gé'(Dla DZ) = ( g(Dl)1g(D2))

Dire rapidement pourquoi cela debnit bien une action. Est-elle transitive ?

2.5Si(D1,D5) " G, onnote IsotD1, D») le groupe dOisotropie d®(, D-) sous IOaction
naturelle de GL(R?) sur G. On notel = R(1,0) et J = R(0,1) les droites portees
par les vecteurs de la base canonique B8. Montrer que pour tout (D1, D,) " G, les
groupes IsotD 4, D) et Isot(l,J ) sont conjugues dans GIR?).

2.6 Montrer que le groupe Isot{,J ) est le groupe des automorphismes d&? dont la
matrice dans la base canonique d®? est diagonale, et que ce groupe est isomorphe au
groupe multiplicatif produit R' # R'.

2.7 Montrer que pour tout (D;,D,) " G, Isot(D4, D,) est isomorphe aR' # R'.

2.8 On note G; IOensemble forme des triplets de droites vectorielles distinctesRde
On consicére laction naturelle de GL(R?) sur Gz, dePnie par

'g" GL(R?), !(D1,D2,D3) " Gy, g&(D1,D2,D3) = (g(D1),9(D2),9(D3))

(on ne demande pas de veriber que cela debnit une action).

2.8.1 Montrer que si O1,D,,D3) " G, il existev,; " Dy etv," D, tels quev, + v,
soit une base dé .
2.8.2 Montrer que IQaction naturelle de GIR?) sur G; est transitive.

2.8.3 Montrer que pour tout (D1, D, D3) " G, le groupe dOisotropie d®¢, D,, D)
pour IOaction naturelle de GIR?) est le groupe des homotheties vectorielles (voir la
question2.2.3 pour la depnition dOune homothetie vectorielle).
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Examen
(deux heures)

1 Question de cours (3 points)

Soient A un anneau etB un sous-anneau déA. Donner la debnition dOun element d& algebrique
sur B. Donner un exemple dOun nombre reel non rationnel algebrique sQr(avec la preuve de son
algebricite).

2 Exercice (5 points)

2.1 Soient G un groupe et Z(G) son centre. On suppose qué& (G) a un sous-groupeH tel que
le groupe-quotient G/H soit monogéne. Montrer quOil existgg ! G tel que G soit engendre par
H " {g}. En deduire queG est necessairement abelien.

2.2 Soient p un nombre premier etG un groupe dOordrg?. En considerant le quotient deG par
son centre, montrer queG est abelien. En deduire queG est isomorphe aZ/p2Z ou au groupe
produit ( Z/p Z)2.

3 ProbEme (12 points)

Soit p un nombre premier. On note GL(2 Z/p Z) le groupe des matrices carrees# 2a cod cients
dans Z/p Z inversibles. On note SL(2Z/pZ) son sous-groupe des matrices dont le determinant
egale 1.

3.1 Question de cours
Demontrer que SL(2 Z/p Z) est un sous-groupe distingue de GL(Z/p Z) et que le groupe quotient
GL(2,Z/pZ)! SL(2,ZIp Z) est isomorphe au groupe multiplicatif Z/p Z\ { 0}.

3.2 Question de cours

Demontrer que IQordre de SL(Z/pZ) egalep(p? $ 1).

3.3 Soit " # $
1 a

= |
U 0 1 ,al Zlpz

Montrer que U est un sous-groupe de SL(Z/p Z) et calculer son ordre.
3.4 U est-il cyclique ?
3.5 U est-il distingue dans SL(2Z/pZ) ?

3.6 Montrer que U est un p-sous-groupe de Sylow de SL(Z/p Z). Calculer le nombre dep-sous-
groupes de Sylow de SL(Z/p Z2).

3.7 Montrer que IOaction par conjugaison de SL(Z/p Z) sur IOensemble de s@ssous-groupes de
Sylow induit un homomorphisme de groupes

I :SL(2,ZIpZ) % Sy

al Sp+1 designe le groupe des permutations det1 objets. Combien cette action a-t-elle dOorbites ?
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3.8 On note I "
I(U)= "g! SL(2,Z/pZ), gug *=U
le groupe dOisotropie d& sous IOaction de SL(Z/p Z) debnie au3.7. Calculer |Qordre dé (U).
3.9 On note #$ % &
x 0

D= 0 1Ux , X1 ZIpz\{ 0}

Le sous-ensembl® est-il un sous-groupe de SL(2Z/pZ) ? Calculer son cardinal.

3.10 Montrer que | (U) contient le sous-groupe"D,U#de SL(2 Z/pZ) engendre parU et D. En
deduire quel (U) = "D,U#

3.11 En calculant le noyau de! , montrer que le quotient SL(2, Z/p Z)/{+ |,} est isomorphe a un
sous-groupe deS p41 .

3.12 Montrer que SL(2,2/2Z) $ Sz et que SL(22Z/3Z)/{x |1,} $ A4 ai A4 designe le groupe des
permutations paires de 4 objets.
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Corrige succinct de IOexamen

2 Exercice

2.1 Soit g! G tel que le quotient G/H soit engendre pargH. Alors, pour tout x ! G, il existe
n! Ztel que xH = g"H. En particulier, x! g"H. Cela montre queg et H engendrentG.
CommeH est central (H " Z(G)), g commute avec tout €lement deH . Puisque G est engendre
par g et H, il est commutatif.

2.2 Puisque G est un p-groupe, son centre nOest pas reduit@l}. Comme IQordre d& (G) divise
p?, le theome de Lagrange assure que ce nombre vaptou p?. Si|Z(G)| = p, le quotient G/Z (G)
est cyclique puisquOil est dDordre premjer dOapms la questio.1, cela entraiine qué est abelien
et donc que|Z(G)| = |G| = p? # p, ce qui contredit IOhypothésdZ (G)| = p. Ainsi, |Z(G)| = p?,
ce qui signibPe ques = Z(G) est abelien.

Si G contient un element dOordr@?, il est cyclique, isomorphe aZ/p2Z. Sinon, tous les elements
de G\{ 1} sont dOordre ; soient alorsx ! G\{ 1} ety ! G tel quey.&%engendre le groupes/ %
qui est dOordrep donc cyclique. Alors, G = $, y%est isomorphe a Z/p Z)2.

3 ProbEme

3.1 LOapplication determinant GL(2Z/pZ) & Z/pZ \{ 0} est un homomorphisme surjectif de
groupes dont le noyau est SL(2Z/p Z). Cela montre, dOaps le premier theoeme dOisomorphisme,
que SL(2 Z/p Z) est un sous-groupe distingue de GL(Z/p Z) et que le groupe quotient

GL(2,Z/pZ)/ SL(2,ZIpZ)

est isomorphe au groupe multiplicatif Z/p Z \{ 0}.

3.2. LOordre de GL(2Z/pZ) egale ©*' 1)(p?' p) (question de cours, compter les bases). DOaprs

la question 3.1, IQordre de SL(Z/pZ) est donc ?' 1)(p?>' p)/(p' 1) = p(p?>' 1).

3.3 Un calcul matriciel elementaire montre que le produit et IOinverse dOelementddsont encore

dansU. Comme U est non vide, cela montre queU est un sous-groupe de SL(Z/p Z).

1 a

0 1

isomorphisme de groupes), ce qui entradne qlig| = p.

3.4 U est cyclique car son ordre, Fst un nombre premier; Lo "
"1 1 a o "1 ° 10

1 0 01 1 0 a1l

distingue dans SL(2Z/p 2).

6. Puisque SL(2Z/pZ) = p(p?' 1), lesp-Sylow de SL(2 Z/p Z) sont dOordrep. Comme U est un

sous-groupe dOordne de SL(2 Z/p Z), cOen est up-Sylow.

DOapes les theo®mes de Sylow, le nombre de p-Sylow de SL(2Z/pZ) divise p(p?' 1) et est

congrua 1 modulop : soitm! N tel que nm = p?' 1 (dOapes le theorme de Gau§) divise

p? ' 1 puisquOil est premier avep). Alors, m)' 1 [p]. En particulier, m * p' 1. Par ailleurs,

n# 1 car U, qui est un p-Sylow, nQest pas distingue (ses conjugues sont aussi pkSylow) ; ainsi,

n* p+1puisquen) 1[p]. Des inegalitesn * p' 1etn* p+1 et de IOegaliteam = (p' 1)(p+1)

on deduit quen = p+1 (etque m=p' 1).

7. LOaction par conjugaison de SL(Z/p Z) sur IOensembl& de sesp-sous-groupes de Sylow induit

un homomorphisme de groupes :SL(2,Z/pZ) & Ss + Sps1.

Les p-Sylow sont tous conjugues (theomes de Sylow), ce qui signibe que cette action nOa quOune

seule orbite (elle est transitive).

Par ailleurs, |Oapplicationa ! Z/pZ (& U est evidemment bijective (cOest méme un

montre que U nOest pas

5. Le calcul matriciel
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8. LOunique orbite de IQaction@+ 1 elements. On en deduit que les groupes dOisotropie ont tous
pour ordre [l (U)| = |SL(2,Z/pZ2)|/ (p+1) = p(p! 1).

9. D est non vide, stable par produit et passage a IOin\gerse (calcul elementaire) : cOest un sous-
groupe de SL(2Z/pZ). LOapplicationx " Z/pZ \{ 0} #3$ )(() 12(
de groupes (calcul elementaire, de nouveau). Dorla est un sous-groupe (cyclique) dOordge! 1.
10. U est evidemment dans son groupe dOisotrodi€U). Par ailleurs, le calcul matriciel

! Il! II! llll ! n
x 0 1 a x 0 T _ 1 ax?

0 Ux 0 1 0 Ix -0 1

" D est un isomorphisme

montre queD %1 (U). Puisquel (U) contient D et U, il contient le groupe &, U quOils engendrent.
Le groupe &, U" contient le sous-groupeU dOordrep et le sous-groupeD dOordrep! 1. DOaprs
le theoeme de Lagrange, puisqué et p! 1 sont premiers entre eux,|8D,U"'| est un multiple de
p(p! 1) = |1 (U)]. Commel (U) contient &,U", cela entra®ne qué(U) = &,U".

11. Soit g " ker(!). Alors, g stabilise (par conjugaison) tous lesp-Sylow de SL(2Z/pZ). En
particulier, g est dansl (U) qui est forme de matrices trigonales superieures. En conjuguant comme
dans la question5, on obtient que g est aussi une matrice trigonale inferieure. En rassemblant ces
deux resultats, on conclut queg est uneymatrice diagonale de SL(gZ/p Z), cOesta-dire un element

deD. Soitx " Z/pZ,x €0, tel que g = )8 1/?( . Alors, sit = 1 (1) , le groupetUt' * est
un p-Sylow de SL(2 Z/pZ). Ainsi, g le stabilise ce qpi signibe qugtUt' #g' * = tUt' , cOesta-dire
quet' 'gt” I(U). Or, le calcul montre quet' 'gt= | « fl/x 1/?( qui nOest dans$ (U) que

lorsquex =1 ou x = ! 1 (I (U) nOest forme que de matrices trigonales superieures).

Par ailleurs, 1, et ! |, sont dans le noyau de puisquQelles sont dans le centre de SL.Z2p Z). On
a ainsi montre que ker{ ) = {£ 1,}.

La propriete universelle du quotient montre alors que! induit un homomorphisme injectif de
groupes! : SL(2,Z/pZ)/{x 15} $ Sp+1 Le quotient SL(2,Z/pZ)/ {+ |,} est alors isomorphea son
image qui est un sous-groupe d& . .

12. Casp=2:danscecas|l,="!1,et! estinjectif. Comme|SL(2,Z/2Z)] = |S3| =6, ! est
un isomorphisme de groupes.

Casp = 3 : dans ce cas,|SL(2,Z/32Z)/{+ 1,}| = 12 est isomorphe a un sous-groupe dOordre 12
de S4. Comme le seul sous-groupe dQindice 2 8e est A; (theo®me du cours), cela montre
IGisomorphisme demande.
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Examen
(deux heures)

1 Question de cours (5 points)
1. QuQest-ce qudun polynéme symetrique ?

2. Soient n un entier naturel non nul et k! {1,...,n}. Donner la debnition duk®™ polynéme
symetrique €lementaire an indeterminees.

3. Exprimer le second polyndme de Newton (somme des carres des indeterminees) en fonction des
polyndmes symetriques «lementaires.

2 ProbEme 1 (9 points)

Si G est un groupe, on appellecaracere de G tout homomorphisme de groupesG " C'.
1. Sil, et!, sont des caraceres dOun group®, montrer que |Oapplication
I, G # c!
g $# !1(9)!2(9)
est encore un caracere des et que IQoperation!(y,! ») $" ! 1! » conrea IOensemble des caraceres

de G une structure de groupe. Dans toute la suite du probEme, on notera& le groupe des
caraceres du groupeG.

1!

2. SoientG un groupe, N un sous-groupe distingue d&s et p: G " G/N la projection canonique.
Montrer que IOapplication
&GN # &
! $# ! up
est un homomorphisme injectif de groupes.

3. Montrer que ¥ est isomorpheacC'.
4. Montrer que si un groupe est cyclique, il est isomorphe a son groupe des caracgéres.

5. Question de cours
On note K le sous-groupe de Klein du groupe symetriqu& 4. Donner une debnition deK . Quel
est IQordre d& ? Est-il commutatif ?

6. On note A4 le sous-groupe deS 4 forme de ses permutations paires. Calculer IQordre du groupe
A4/K ; son groupe des caracgres est-il cyclique ?

7. Montrer que A, nOest pas le groupe trivial.

8. Question de cours
Soit n & 5 un entier naturel. Quels sont les sous-groupes distingues du groupe alterdg ?

9. Montrer que sin & 5, le groupe des caraceres dé\, est trivial.
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3 ProbEme 2 (6 points)
Soit G un groupeinbPni. On suppose queG contient un sous-groupeH di! erent deG dont IQindice
dans G est bni.

1- On note n = [G : H]. Montrer que IQaction deG par translation & gauche sur les classes a
gauche moduloH, debnie parx.yH = xyH pour tous x et y dans G, induit un homomorphisme
de groupes

I :G! Sy.
2- Montrer que ! nQOest pas injectif.
3- Montrer que |

et en deduire que ker{) = G.
4- Montrer que G nOest pas simple.
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Examen partiel (une heure et demie)

1 Question de cours (4 points)

1- Donner un exemple dOun sous-groupen distingue (en justipant quOil ne 10est pas).
2- Demontrer soigneusement que les grouped/ Z et C' sont isomorphes.

2 ProbEme 1 (5 points)

1- Question de cours 3
Dans le groupe symetriqueSs, quel est I0inverse du 5-cycle (12345) ? Calculer le produit
(123)(12345).

2- Montrer que pour tout entier naturel n ! 5, le groupe alterneA, est engendre par ses
5-cycles.

3- Soient! =(1234)(5678) et" " Sg. Montrer que le conjugue"!" " ! est un produit de deux
4-cycles a supports disjoints.

4- On appelle permutation (4, 4) tout produit de deux 4-cyclesa supports disjoints. Demontrer
gue sin ! 8, le sous-groupe dé& ,, engendre par les permutations (44) est le groupe alterneA,.

3 ProbEme 2 (5 points)

Pour tout entier naturel non nul n, on note GL(n, C) le groupe des matrices carrees 2 2 a
cod cients complexes inversibles et Sl, C) son sous-groupe des matrices dont le determinant
egale 1.

1- Montrer que |Oapplication
f: C'#SL(n,C) $ GL(n,C)
(z,A) &¥% zA
est un homomorphisme de groupes.
2- Calculer IOimage dé.

3- Montrer que le noyau def est isomorphe au groupeU, des racinesn®™s complexes de
IOunite.

4- Montrer que C' # SL(n, C) contient un sous-groupe distingueH isomorphe a U,, tel que
GL(n, C) soit isomorphe au groupe quotientC' # SL(n, C)/H .
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4 ProbEme 3 (6 points)

Soient n un entier naturel impair et G un groupe bni dOordrer2

LOobjet du probBme consiste a montrer qué contient necessairement un sous-groupe distingue
dOordren.

1- On note 1 le neutre deG. Soit E = {x ! G, x2*1}. Montrer que pour tout x ! G,
x! E=# x''! E.

En deduire successivement que le cardinal dé est un nombre pair, que le cardinal deG\ E
est egalement pair, et enbPn qué& contient au moins un €lement dOordre 2.

2- Soit z un element dOordre 2 d&. On note

. G % G
X &¥b6 zx.

Montrer que ! est une permutation dOordre 2 sans point Pxe d& et calculer sa signature.
3- On note S le groupe des permutations deG. Soit! : G $ S |Oapplication debnie par :

'yl G, "x! G, ! (y)(X)= yx

Question de cours : montrer que ! est un homomorphisme de groupes.
QuOest (z) ?

4- Onnotef =" (! :G$ {$1,1}, al " designe Ia~signature. Montrer quef est surjectif.
En deduire queG contient un sous-groupe distingue dOordne.
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Corrige succinct du partiel

1 ProbEme 1

1- (12345) 1 = (15432) et (123)(12345) = (13452).

2- On deduit de 1- que (123) = (13452)(15432). Quitte a renumeroter, cela montre que tout
3-cycle deA, est un produit de deux 5-cycles dés lors quen ! 5. Comme les 3-cycles engendrent
An, cela su ta montrer que les 5-cycles IOengendrent egalement.

3- DOune part,!"l ' = (1(1234) "' H)(1 (5678) ' 1). DOautre part, le conjugue dOun 4-cycle est
encore un 4-cycle (formule de conjugaison des cycles). Ainsi! ' 1 est-il un produit de deux
4-cycles.

4- Soit H le sous-groupe deS,, engendre par les permutations (44). Comme les permutations
(4,4) sont paires,H est un sous-groupe déA\n, non trivial. Par ailleurs, le 3- montre que H est
un sous-groupe distingue dan$s ,, donc dansA,. Mais puisquen ! 5, A, est un groupe simple.
DoncH = A,.

2 Probeme 2

1- f(z,A)f (Z',A") = (zA)(Z'A") = zZAA" = f(zz,AA") (notations evidentes). Doncf est un
homomorphisme de groupes.

2- im(f) = GL( n,C). En e"et, soientP " GL(n,C) et d=det(P)" C*. Soitalorsz" C* tel que
z" = d (un tel z existe car le corps des nombres complexes est algebriquement clos). Soit alors
A = 7' 'P. Clairement, det(A) = det(z' 'P) = z' "detP =1, ce qui montre que A " SL(n, C).
Enbn, f (z,A) = P, cOest fait expes.

3- ker(f) = {(z,A) " C*# SL(n,C), zA = 1,}. Soit (z,A) " ker(f). Alors, z est une racinen'éme
de I1Qunite puisque 1 = de{A) = z" det(A) = z". Par ailleurs, A = z' 1,. On a ainsi montre que
(z,A)" ker(f)7$ z" Uy etA= éln. Inversement, siz" U,, il est clair que (z,Z' *1,) " ker(f).
Bref, ker(f)=  z,Z' ', z" U, . " #

Par consequent, IOimage de I0applicatién z " U, %& z,z' 1, " C*# SL(n, C) egale kerf ).
Par ailleurs, on veribe facilement que# est un homomorphisme injectif de groupes. Au bout du
compte, # debnit un isomorphisme de groupes entré,, et ker(f ).

4- Soit H = ker(f) $C* # SL(n, C). Puisquef est surjectif, le premier theoreme dOisomorphisme
pour les groupes montre quef se factorise en un isomorphisme de groupes entre Gh,(C) et le
quotient C* # SL(n, C)/H . Enbn, le 3- montre que H est isomorpheau,.

3 Probeme 3

1- Pourtout x" G,x?=1@¢ (x'1H?=1;ainsi,x" E® x'!" E. On en deduit que chaque
fois quex " E, on a simultanementx' 1" E etx ¥ x' ! : les elements d& se comptent par deux,
ce qui prouve que le cardinal deE est pair (pour une preuve plus formelle, on peut par exemple
considerer |Qapplicatiox %' x' * comme une permutation deE, involutive et sans point bxe : sa
decomposition en produit de cycles a supports disjoints est un produit de transpositions dont la
reunion des supports esk ; cela prouve la parite du cardinal deE).
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PuisqueF = G\ E a 2n! Card(E) elements, son cardinal est egalement pair. Par ailleurs;
contient exactement 1 et tous les elements dOordre 2 @e; par consequent, puisque son cardinal
est pair, F contient un €lement di erent de 1, cOesta-dire un element dOordre 2Gle

2- | est une bijection deG sur G dont la reciproque estx "# z' 1x (veribcation immediate) : cOest
bien une permutation de G.

Un pont bxe de! est un element dex de G tel que zx = x. En multipliant cette egalite par x' !
a droite, cela implique que z = 1 ce qui nOest pas. Ainsi, nOa pas de point bxe.

Enbn, ! 2 = id . Ainsi, ! est une permutation dOordre 2 (une involution) qui nOa pas de point
bxe : sa decomposition en produit de cycles a supports disjoints est un produit dg5|/2 = n
transpositions. En particulier, sa signature est ( 1) = ! 1 puisquen est impair.

3- Par debnition de! et de" , il vient immediatement que " (z) = !.

4- Comme compose de deux homomorphismes de groupésest lui-méme un homomorphisme de
groupes. Puisque la signature dé est! 1,f (z) = ! 1. Ainsi, ! 1 est dans IOimage dece qui su# t
a prouver que f est surjectif. Alors, le noyau def est un sous-groupe distingue d& dont IQordre
est|G|/2=n.
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Examen (deux heures)

1 Question de cours (4 points)

1- Soit G un groupe agissant sur un ensemblX . Demontrer que pour tout x ! X et pour tout
g! G, les sous-groupes dOisotropie deet de g.x sont conjugues.

2- Donner un exemple dOaction transitive dOun groupe sur un ensemble inbni.

2 Probeme 1 (6 points)

On dit quOun groupe est engendrement Pni lorsquOil admet un syséme generateur Pni.
Autrement dit, un groupe ! esta engendrement Pni lorsquOil existe une partie Pnie dequi
engendre! .

LOobjet de ce probBme est de montrer quOun sous-groupe dOun groupe a engendrement bni nOest
pas necessairementa engendrement pni.

1- Soit G le sous-ensemble de GL(R) debni par
" # $

p
= 29 | 3
G o 1 , (n,p,g! Z

Montrer que G est un sous-groupe de GL(2R).
2- Sim et p sont des entiers relatifs, calculer

" #" # " #" #
2m 0 1 p ot 1p 2m 0
0 1 01 0 1 0 1
Montrer soigneusement que le group& est engendre par les deux matrices
" # " #
2 0 ot 11
01 0 1
3- On note % & (
7 1 - P (p,g) ! Z?
2 29"

*

Montrer que Z)% est un sous-groupe additif deR qui nOest pas a engendrement bni.

4- Soit H le sous-groupe deés debni par
I" # $

_ 1 24 3
H_ 0 l 1(p1q)|z

(on ne demande pas de montrer qu?-l £t un sous-groupe des).
Demontrer queH est isomorpheaz % . En deduire queH nOest pasa engendrement bni.
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3 ProbEme 2 (10 points)
Soit SL(2, 2/ 37Z) le groupe multiplicatif des matrices carrees de dimension deux a cadecients
dans Z/ 37Z dont le determinant vaut 1. On note |, IO&lement neutre de SL(Z/372).
1- Justiber rapidement pourquoi [Oanneaid/ 37Z est un corps.
2- Question de cours :  montrer que IQordre de SL(Z/37Z) egale 36 37! 38.
3- On note " # $
x 0

D= 0 1x , X" Z/37Z, x#0

Montrer que D est un sous-groupe de SL(Z/37Z) et que |Oapplication

xElS%X 0

0 1/x

dePnit un isomorphisme de groupes entre le groupe multiplicatiz/ 372 \{ 0} et D.

4- Question de cours : pourquoi le groupe multiplicatif Z/37Z\{ 0} est-il cyclique ?
5- Combien le groupeD contient-il de sous-groupes dQordre 9 ?

6- Quel est |Oordre des 3-Sylow de SL@/ 37Z) ? Montrer que SL(2,Z/37Z) contient un
3-Sylow cyclique. Les 3-Sylow de SL(Z/ 37Z) sont-ils tous cycliques ?

7- Montrer que {&I,,1,} est un sous-groupe distingue de SL(Z/37Z). Dans toute la suite,
on note G le groupe quotient

G =SL(2,2/372)] {&l,,12}.
8- Quel est IOordre d& ? Quel est IQordre des 3-Sylow d& ?
9- A IQaide de la questio-, montrer que les 3-Sylow deG sont cycliques.

[On peut montrer, plus generalement, que gb est un nombre premier superieur ou €gal &, les
3-Sylow dePSL(2,Z/pZ) = SL(2,ZIpZ)/{&]I,,1,} sont toujours cycliques.]

UVSQ 2012, LSMA610, N. Pouyanne

2/2



UVSQ 2011/2012

Licence de sciences et technologie, sante

LSMAG610 (algebre et geometries), L3 mathematiques
Jeudi 24 mai 2012

Corrige succinct de [Oexamen

1 Question de cours

2- Par exemple, le groupe Z, +) agit transitivement sur lui-méme par translation (cette action
est debnie pam.m = n+ m). Une autre exemple : GL{R?) agit transitivement sur les vecteurs
non nuls du plan (pour IOaction naturelle).

2 Probeme 1
|

. H 2n 2% H 2m ZL H 2n+ m r2n+ q4 pzs | 5 H 2n 2%
- S = 2s+q
'1 DOune part," o 1 o 1 0 1 I G etdOautre part o 1
Cootn b
0 29" ! G. Donc G est un sous-groupe de GL(2R).
I "y L " I "y " "
2 0 1 p _ 2™ p2m "1 p 2™ 0 _ 2™ p
2 o0 1. 01, - 0o 1 ® 01 o0 1 T o 1 ‘Onnote
20 11 o
D = 0 1 etJ = 0o 1 - Soit G le groupe engendre pab et J. CommeD et J sont
dans G (facile), G" G'. Par ailleurs, le calcul precedent montre que pour tous, p,q! Z,
| "
2 E | ;
24 - Lagippn+q
0o 1 D" "J"D I G.

Cela montre queG # G'.

~ s #$ #$ #$
3- DOune part,B + L = P2+121 7717 dOautre part$ & = 421 Z 1" DoncZ i estun

sous-groupe de R, +). S
Soit A = {z"q—ll, . 2%“,‘“ } une partie bniedeZ 1, ai N esy, entier naturel non nul. Soit alors
g=max{ds,...,qu}. Alors, le nombre rationnel 7 ! Z 3 mais il nOest pas une combinaison

lineaire a cod cents entiers desz”@.—kk car son numgrateur est trop grand Zq% nOest pas dans le

sous-groupe engendre pah. Cela montre queZ 3 nOest pasa engendrement Pni.

#$ o1 x : : #$ -
5 0 1 ' H estunisomorphisme deZ 5 surH (veribcation
#$

immediate). CommeZ % nOest pasa engendrement brij non plus.

4- LOapplicationx ! Z

3 Probeme 2

1- Z/37Z est un corps car 37 est un nombre premier.

2- Question de cours. LOordre de GL(2Z/ 37Z) est (372$ 1)(37?$ 37) et puisque SL(22Z/ 37Z)
est le noyau du determinant,| SL(2,2/37Z)| = (372 $ 1)(37°$ 37)/(37$ 1)=36"' 37' 38.
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3- Pour tout x ! Z/37Z\{ 0}, soit d(x) = )5 ﬂ?(
non vide de SL(2 Z/ 37Z). En outre, si x ety sont dansZ/ 37Z\{ 0}, un calcul immediat montre
que d(x)d(y) = d(xy) et que d(x)' 1 = d(1/x). Cela montre a la fois que D est un sous-groupe
de SL(22/37Z) et qued : Z/37Z\{ 0} & SL(2,7/37Z) est un homomorphisme de groupes.
En outre, im(d) = D par debnition deD. Enbn, le noyau ded est evidemment trivial, ce qui
achéve de demontrer qued est un isomorphisme de groupes entr&/37Z\{ 0} et D.

. Puisque detd(x) =1, D est une partie

4- Question de cours.  PuisqueZ/37Z est un corps bni, son groupe multiplicatif est cyclique,
dOordre 36.

5- PuisqueD est isomorpheaz/ 37Z\{ 0}, il est egalement cyclique dOordre 36. Comme 9 divise
36, on en deduit queD contient un unique sous-groupe dOordre 9 (qui est son unique 3-Sylow,
par ailleurs).

6- Puisque 36' 37' 38 = 32' g ai q est un entier qui nOest pas multiple de 3, les 3-
Sylow de SL(2Z/372) sont dOordre 9. Ainsi, le sous-groupe dOordre 9 Bleest un 3-Sylow

de SL(2 Z/37Z). Comme tout sous-groupe dOun groupe cyclique est cyclique, ce 3-Sylow est
€galement cyclique. Enbn, puisque les 3-Sylow sont tous conjugues, ils sont isomorphes et donc
egalement cycliques.

7- {$1,,1,} est un sous-groupe central et donc distingue de SL(Z/372).
8- |G| = 3ISL(2,2/37Z)| =18"' 37' 38 et, b encore, les 3-Sylow d&5 sont dOordre 9.

9- Soient p : SL(2,Z/37Z) & G la projection canonique etS un 3-Sylow de SL(22Z/37Z).
Comme$1, est dOordre 2, il nOest pas daBs Ainsi, la restriction de pa S est-elle injective,
ce qui montre quep(S) est un sous-groupe dOordre 9 d& isomorphe a S, autrement dit un
3-Sylow cyclique deG. Les 3-Sylow deG sont donc egalement cycliques.
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Examen (deux heures)

1 Question de cours (4 points)

1- Enoncer la propriete universelle du quotient pour les groupes.

2- Donner la debnition dOune actiotransitive dOun groupe sur un ensemble ainsi quOun exemple
argumente dOaction transitive dOun groupe sur I0enseniblies nombres complexes.

2 ProbEme 1 (6 points)

SiF (X1, X2, X3,X4) est une fraction rationnellea cod cients rationnelsa quatre indeterminees
X1, Xo, Xz et Xz etsi!l | Sy, on note

| "
PE (X1, X2, X3, Xa) = F Xy 1), X1 2), X1 3), X1 (9)

Cela dePbnit une action a gauche du groupes 4 sur le corps des fractions rationnelles (on ne
demande pas de demontrer cela).

On note B la fraction rationnelle birapport, dePnie par

X3" X1

X3" X1, Xg" Xz X3" X,
B (X1,X2,X3,X4)= # = 0 .
( 1 2 3 4) X3" X2 X4n X1 X4 Xl

Xag" Xy

1- Question de cours
Donner la debnition du sous-groupe de Klein d& 4. On le notera K.

2- Montrer que K est un sous-groupe du groupe dQisotropie 8e(X 1, X 2, X 3, X 4) pour |Qaction
de S, dePnie ci-dessus.

3- En considerant I(~)act~ion des transpositions (12), (13) et (14) ginsi que celle des 3-cycles (124)
et (142), montrer que |Oorbite dB = B (X1, X2, X3, X4) sous |Oaction d& 4 contient les cinq
autres fractions distinctes

4- En j~ustibant soigneusement, calculer le groupe dOisotropie et IQorbiteRIE€X 1, X 2, X 3, X )
sous |Oaction d& 4.
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3 ProbEme 2 (10 points)

On note SL(2, Z) le groupe multiplicatif des matrices carrees de dimension 2a cdecients entiers
relatifs et de determinant 1. On note S et J les deux €lements suivants de SL(Z) :
| " | "

0 1 11
ST 410 ®JF g1
1- Calculer S" et J" pour tout n" Z.
| "
. a c .,
2- Soit A = b d SL(2,2), tel que b# 0.
[ "
! o

Montrer quOil existeq" Z tel que J9A soit de la forme ai a', ¢ et d' sont des entiers

tels que 0% a' $ |b! 1.
| "

a
b

3- Soit A = " SL(2,Z),telque b#0et |a] $ |b! 1. Existe-t-il q" Z tel que S9A

a c
h d

soit de la forme al ¢ et d sont des entiers ?

la d

4- Montrer que pour tout A " SL(2, Z), il existe P dans le sous-groupe engendre p& et J tel
que P A soit une puissance del. I "

[On pourra remarquer en le justibant que si SL(2,Z), alors a et b sont premiers

a c
b d
entre eux.]

5- Deduire des questions precedentes q&et J engendrent le groupe SL(22).

6- Soit N un nombre entier naturel. On note SL(2 Z/N Z) le groupe multiplicatif des matrices
carrees de dimension 2a cdecients dansZ/N Z et de determinant 1. Montrer avec soin que Si
X designe la classe moduldl de IOentie, IOapplication

R : (SL2Z) % $L22ZNZ)

a c [
b d &M%

ol
ol ol

est un homomorphisme de groupes.

7- En utilisant et en adaptant la question 5-, montrer que R est surjectif (on pourra montrer
que R(S) et R(J) engendrent SL(2 Z/N Z)).

8- On note
#! " $

"(N) = E ‘; " SL(2,2),a’ d' 1[N]etb' ¢’ O[N]

Montrer que " (N) est un sous-groupe distingue de SL(Z) et que le quotient SL(2,Z)/" (N)
est un groupe bni.

9- Si p est un nombre premier, calculer IOordre du groupe quotient SL(Z)/" (p).
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