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Cours en bref

En TD, sÕassurer que sont acquis la d«eÞnition deZ/nZ, le th«eorème de factorisation
(exponentielle, notamment) et faire du chinois sur des produits deZ/nZ (p-torsion et
facteurs invariants).
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4.3 Th«eorèmes de Sylow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

5 Le groupe orthogonal euclidien (pas en 2012) 12

6 Appendice : axiomatique des structures abstraites de groupes, an-
neaux, corps, espaces vectoriels et algèbres 13
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1 Groupe sym«etrique

1.1 Permutations dÕun ensemble Þni

Si E est un ensemble, le groupe sym«etrique deE est le groupeS E des bijections
E ! E pour la composition (d«eÞnition). On note !" = ! " " et ! 0 = id E . Si n # N,
on note ! n = ! " á á á "! (n fois) et ! ! n = ( ! ! 1)n .
Si deux ensembles sont «equipotents, leurs groupes sym«etriques sont isomorphes. On
note S n = S { 1,...,n } .

Exercices. 1- Card(S n ) = n!.
2- Si G est un groupe, lÕapplicationf : G ! S G d«eÞnie parf (g)(h) = gh est un
homomorphisme injectif de groupes. Ainsi, tout groupe est-il isomorphe à une sous-
groupe dÕun groupe de permutations.

D«eÞnition du support dÕune permutation.

D«eÞnition dÕunp-cycle deS n , notation ( a1, . . . ap), support dÕunp-cycle.
Exercice : sic = ( a0, . . . , ap! 1) et m # Z, alors cm (ak ) = ak+ m où k + m est le reste
de la division euclidienne dek + m par p.

LÕordre dÕunp-cycle estp (d«eÞnir lÕordre dÕun «el«ement dans un groupe sÕil faut).

Remarque : S 2 $ Z/ 2Z ; si n % 3, S n nÕest pas ab«elien ((12)(23)&= (23)(12)).
Deux permutations dont les supports sont disjoints commutent.

Exercice : sis et t sont des permutations dont les supports sont disjoints, lÕordre de
st est le ppcm des ordres des et t.

D«eÞnition des classes de conjugaison dans un groupe (sÕassurer que classe dÕ«equi-
valence est connu). Exemple : dans GL(V ), deux endomorphismes sont conjugu«es si,
et seulement sÕils admettent la möeme matrice dans deux basesad hoc.
Formule de conjugaison des cycles : s(a1, . . . , ap)s! 1 = ( s(a1), . . . , s(ap)). Tous
les p-cycles sont conjugu«es dansS n .

Deux exemples :
i) [6, 13, 12, 14, 4, 1, 7, 10, 2, 9, 11, 3, 8, 5] = (1 , 6)(2, 13, 8, 10, 9)(3, 12)(4, 14, 5) ;
ii) (123)(325)(153)(1254) = (154)(23).

Toute permutation se d«ecompose en produit de cycles à supports disjoints, unicit«e à
lÕordre près des facteurs.
Dans la preuve, notion dÕorbite dÕun «el«ement de{ 1, . . . , n} sous! . R«esultat et preuve
à retenir.

D«eÞnition dÕune transposition. Elles engendrentS n (d«eÞnition de sous-groupe en-
gendr«e par intersection ; cÕest pareil que minimum pour lÕinclusion ; caract«erisation
par les mots). Ra!nement : les (k, k + 1) engendrent S n .

Exercice. Sin % 4, les 4-cycles engendrentS n (argument : (12) = (1324)(1234)2).
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1.2 Signature dÕune permutation

Th«eorème. Si n ! 2, il existe un unique homomorphisme de groupes! : S n " {± 1}
non trivial. Si c est un p-cycle, ! (c) = ( # 1)p! 1.
On appelle ! la signature. Preuve de lÕunicit«e par engendrement des transpositions.
Preuve de lÕexistence par nombre dÕinversions.
Si s a m orbites, alors ! (s) = ( # 1)n ! m (en e!et, la somme des longueurs des orbites
«egalen).

1.3 Groupe altern«e

CÕest le sous-groupe des permutations paires, noyau de la signature. CÕest un sous-
groupe distingu«e dÕordren!/ 2 (d«eÞnition de sous-groupe distingu«e, stabilit«e par image
inverse, les noyaux en sont, on verra plus tard que ce sont les seuls, exemples de SL(V )
dans GL(V ), des rotations dans les isom«etries, des sous-groupes des groupes ab«eliens).

Le groupe altern«e est engendr«e par les 3-cycles (pour la preuve : (12)(23) = (123)
et (12)(34) = (12)(23)(23)(34) = (123)(234)). Si n ! 5, alors les 3-cycles sont tous
conjugu«es dansAn . Exercice : classes de conjugaison des 3-cycles dansS 3 et S 4.

Cas du groupe de KleinK = $(12)(34), (13)(24)%dans A4. Chaöõne de sous-groupes
distingu«es{ 1} " K " A4 " S 4. Cette situation est exceptionnelle.
D«eÞnition de groupe simple. Exemple deZ/p Z, p premier. Simplicit«e de An lorsque
n &= 4 (on admet le cas n = 5 pour lÕinstant, il sera d«emontr«e après la th«eorie de
Sylow ; autre choix possible : montrer le casn = 5 tout de suite avec des moyens plus
«el«ementaires).
[Preuve de la simplicit«e deA5, sans la th«eorie de Sylow : soitH " A5. Si H contient
un 3-cycle, il les contient tous et doncH = A5. Si H contient un «el«ement dÕordre 2,
quitte à renum«eroter, H contient (12)(34) ; en conjuguant par (13245),H contient
(34)(25), donc le produit (12)(34)(34)(25) = (125) et H = A5. Si H contient un
«el«ement dÕordre 5,i.e. (12345) quitte à renum«eroter, on conjugue par (254) ce qui
montre que H contient (15324) ; doncH contient (12345)(15324) = (254) etH = A5.
On a fait le tour des cas possibles.]
[Preuve de la simplicit«e deAn pour n ! 6 : soit (1) &= G " A n . Soit a ' { 1, . . . , n}
et # ' G tels que b = #(a) &= a. Soit c ' { 1, . . . , n} \ { a, b, #(b)} . Soient $ =
(acb) et % = $#$! 1#! 1. DÕune part% = ( $#$! 1)#! 1 ' G. DÕautre part, % =
$(#$! 1#! 1) = ( acb)(#(a)#(b)#(c)). Soit E ( { 1, . . . , n} tel que CardE = 5 et
E ) { a, b, c, #(a), #(b), #(c)} Ð un tel E existe car b = #(a).
¥ %&= 1 ; en e!et, %= 1 ssi (abc) = ( #(a)#(b)#(c)), i.e. ssi (bca) = ( b#(b)#(c)) ce qui
nÕest pas puisque#(b) &= c.
¥ [On veut dire proprement que %Ò' ÓG * AE " AE . Puisque AE est simple, cela
imposeG* AE = AE . Donc G contient un 3-cycle. DoncG = An .] On le dit : soit & :
AE " An le prolongement par lÕidentit«e hors deE. Alors, 1 &= ( acb)(#(a)#(b)#(c)) '
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⇡! 1(G) / AE . Par simplicit«e de AE , cela impose⇡! 1(G) = AE . Donc G contient le
3-cycle⇡(abc). Donc G = An .

Exercice : groupes d«eriv«es (à d«eÞnir)D(An ) = D(S n ) = An si n ! 5. Calculer
D(A4), D(A3), D(S 4) et D(S 3).
Si n ! 5, les seuls sous-groupes distingu«es deS n sont { 1} , An et S n .
Exercice : sin ! 3, le centre (à d«eÞnir) deS n est trivial.
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2 Polynômes symétriques

2.1 Relations entre racines et coe�cients d’un polynôme

A un anneau commutatif. DansA[T], on a (T ! a1)(T ! a2) = T2 ! (a1 + a2)T + a1a2,
(T ! a1)(T ! a2)(T ! a3) = . . . (lÕ«ecrire).
D«eÞnition des polynöomes sym«etriques «el«ementaires deA[X 1, . . . , X n ] : ! 0 = 1,

! k (X 1, . . . , X n ) =
!

1! j 1< ááá<j k! n

X j 1 . . . X j k

si 1 " k " n et ! k = 0 si k # n + 1. Exemples de! 1 (somme) et ! n (produit).
Exercice : quel est le nombre de monöomes de! k ?
Les «enonc«es qui suivent sont valables pourA = Z. Il su!rait de les «enoncer et de les
d«emontrer dansZ à cause de lÕhomomorphisme dÕanneauxZ $ A, n %$n.1.
Par r«ecurrence surn,

n"

k=1

(T ! X k ) =
n!

k=0

(! 1)k ! k (X 1, . . . , X n )Tn " k (1)

et relations entre racines et coe!cients en sp«ecialisant.
Exercice :

# n
k=1 (1 + T X k ) =

$ n
k=0 ! k (X 1, . . . , X n )Tk .

Speech sur le problème inverse («equations polynomiales), le degr«e# 5, la simplicit«e
de An , . . .
Exemple : existe-t-il des triplets (x, y, z) de r«eels tels quex+ y+ z = 15, xy + xz + yz =
! 16 et xyz = 8. Un tel triplet existe ssi T3 ! 15T2 ! 16T ! 8 a trois racines r«eelles ;
cÕest non (graphe du polynöome). Möeme question surC, cÕest oui (toujours).

2.2 Polynômes symétriques

A un anneau commutatif et n un entier naturel. Si s & S n et P & A[X 1, . . . , X n ],
on note s.P le polynöomes.P(X 1, . . . , X n ) = P(X s(1) , . . . , X s(n ) ). On a id .P = P et
s.(t.P ) = ( st).P (axiomes dÕaction ; on verra plus tard).
D«eÞnition de polynöome sym«etrique (s.P = P pour toute permutation s). On note
A[X 1, . . . , X n ]Sn le sous-anneau des polynöomes sym«etriques (exo : cÕest un sous-
anneau).
Exemples : les polynöomes sym«etriques «el«ementaires (quÕils soient sym«etriques se voit
sur lÕidentit«e (1)). Les polynöomes de NewtonSp =

$
k X p

k ; par exemple,S1 = ! 1 et
S2 = ! 2

1 ! 2! 2.

Exercice : un polynöomeP est sym«etrique si, et seulement sÕil est invariant par toute
transposition, i.e. lorsque ".P = P pour toute transposition " .

Exercice : ! k (X 1, . . . , X n )|X n=0 = ! k (X 1, . . . , X n " 1) (sp«ecialisation).
Proposition 1- Division euclidienne par un polynöome unitaire dansA[X ].
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2- Si f (X 1, . . . , X
n! 1, 0) = 0, alors X

n

divise f .
3- Si X 1, . . . , X

k

divisent f , alors X 1 . . . X
k

divise f .
[Preuve en exo ou dans la littérature.]
Th«eorème. Soit A un anneau commutatif. Pour tout P 2 A[X 1, . . . , X

n

]S n , il existe
un unique Q 2 A[X 1, . . . , X

n

] tel queP(X 1, . . . , X
n

) = Q(! 1, . . . , !
n

).
[Preuve. On notera (!

k

)0 = !
k

(X 1, . . . , X
n! 1, 0) pour tout k.

1- Existence. Par récurrence sur n. Rien à dire si n = 1 puisqu’alors, X 1 = ! 1. Soit
n � 2 ; on suppose que pour tout m  n�1, tout polynôme symétrique en X 1, . . . , X

m

est un polynôme en les polynômes symétriques élémentaires de X 1, . . . , X
m

. On
montre par récurrence sur d que tout polynôme symétrique non nul de degré d en
X 1, . . . , X

n

est un polynôme en (! 1, . . . , !
n

). Si d = 0, rien à faire. Soit P 2
A[X 1, . . . , X

n

], non nul, de degré d � 1, symétrique. Alors, P(X 1, . . . , X
n! 1, 0)

est symétrique dans A[X 1, . . . , X
n! 1] (exercice). Soit alors Q1 2 A[X 1, . . . , X

n! 1]
tel que P(X 1, . . . , X

n! 1, 0) = Q1((! 1)0, . . . , (!
n! 1)0). On pose P1(X 1, . . . , X

n

) =
P(X 1, . . . , X

n

)�Q1(! 1, . . . , !
n! 1). On a degP1  d puisque degQ1((! 1)0, . . . , (!

n! 1)0) =
degQ1(! 1, . . . , !

n! 1). Par ailleurs, comme P1(X 1, . . . , X
n! 1, 0) = 0, X

n

|P1. A cause
de la symétrie de P1, il en résulte que !

n

|P1. Soit P2 2 A[X 1, . . . , X
n

] tel que
P1 = !

n

P2. Clairement, P2 est symétrique et degP2  d�n. Par récurrence, soit Q2 2
A[X 1, . . . , X

n

] tel que P2(X 1, . . . , X
n

) = Q2(! 1, . . . , !
n

). Alors, P(X 1, . . . , X
n

) =
Q1(! 1, . . . , !

n! 1) + !
n

Q2(! 1, . . . , !
n

).
Unicité. Il su�t de montrer que 8P 2 A[X 1, . . . , X

n

], P(! 1, . . . , !
n

) = 0 ) P = 0.
On procède par récurrence sur n. Si n = 1, rien à dire. On suppose que n � 2.
Soit P 2 A[X 1, . . . , X

n

], non nul, de degré minimal, tel que P(! 1, . . . , !
n

) = 0. On
ordonne : P = P0 + X

n

P1 + · · · + X d

n

P
d

où P
k

2 A[X 1, . . . , X
n! 1]. On substitue en

! 1, . . . , !
n

et on spécialise en X
n

= 0. On obtient 0 = P0((! 1)0, . . . , (!
n! 1)0). Par

récurrence sur n, cela entr̂ıne que P0 = 0. Ainsi, P = X
n

Q où Q 2 A[X 1, . . . , X
n

]
avec degQ = degP � 1. En particulier, puisque !

n

est unitaire, Q(! 1, . . . , !
n

) = 0 ce
qui contredit le caractère minimal du degré de P : l’hypothèse P 6= 0 ne tient pas.]

Si A est un sous-anneau d’un anneau B , définition d’élément algébrique ou transcen-
dant sur A ; éléments algébriquement (in)dépendants sur A. Exemples de nombres
algébriques ou transcendants (sans preuve).
Définitions équivalentes de sous-anneau engendré. Notation A[b1, . . . , b

n

].
Th«eorème (reformulation). Soit A un anneau commutatif.
1- A[X 1, . . . , X

n

]S n = A[! 1, . . . , !
n

].
2- ! 1, . . . , !

n

sont alg«ebriquement ind«ependants surA.
Conséquence : A[X 1, . . . , X

n

]S n = A[! 1, . . . , !
n

] ⇠ A[X 1, . . . , X
n

].
Exemple du polynôme de Vandermonde V 2 Z[X 1, . . . , X

n

] (celui du déterminant
avec des indéterminées pour coe�cients). Si " est une transposition, ".V = �V
(se voit sur la forme déterminant) : V n’est pas symétrique (et calcul de s.V pour
n’importe quelle permutation s). En revanche, V 2 l’est ; discriminant ; exemple en
dimension deux.
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2.3 S«eries formelles et formules de Newton

Anneau A[[T ]] des séries formelles (suites à valeurs dans A, lois usuelles, notation
T = (0, 1, 0 . . . ) ; comme pour les polynômes, sous-anneau des suites presque nulles,
occasion de le rappeler pour ceux qui savaient, de le dire pour les autres).
Exemple fondamental : 1 ! T est inversible dans A[[T ]], et (1 ! T)�1 =

!
k�0 Tk .

Corollaire : si Q a un terme constant nul, alors 1 ! Q est inversible et (1 ! Q)�1 =!
k�0 Qk (cette dernière somme a du sens).

Exercice : substitution dans une série formelle. Si S est une série formelle dont le
terme constant est nul, l’application A[[T ]] " A[[T ]], U =

!
uk Tk #" U$S =

!
uk Sk

est bien définie et est un homomorphisme d’anneaux.
Proposition : dans A[X 1, . . . , X n ], pour tout p % 0, on a

"

(i,j ), i +j =p

i�0, j �0

(! 1)j ! j Si+1 = (! 1)p(p+ 1)! p+1.

Permet de calculer les polynômes de Newton en fonction des polynômes symétriques
élémentaires. Preuve par la série formelle F (T) =

#
(1 ! T X k ) =

!
(! 1)k ! k Tk dont

la dérivée logarithmique S(T) vaut !
!

Sk+1Tk ; la formule est obtenu en écrivant
que F S = F 0.
Exercice : calculer det(! 1,...,! n)(S1, . . . , Sn ) (= 1) et det(S1,...,S n)(! 1, . . . , ! n ) (= n!) ;
en déduire que si k est un corps de caractéristique nulle, k[X 1, . . . , X n ]

Sn = k[S1, . . . Sn ].
Les Sk , 1 & k & n sont-ils algébriquement indépendants sur k ? [Réponse est oui.]
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3 Groupe quotient, théorèmes d’isomorphismes

3.1 Généralités en bref sur les groupes

Lecture du polycopié “structures abstraites” : notions de groupe, sous-groupe, homo-
morphisme de groupes ; exemples fondamentaux.
Exercice : f(1

G

) = 1
G

0 ; f(H) et f�1(H 0) sont des sous-groupes. En particulier,
définition du noyau ; c’est un sous-groupe (distingué).
Exemples de référence : groupe linéaire et déterminant, groupe symétrique et signa-
ture, exponentielle entre R et C⇤.
Définition du produit direct de groupes à la näıve : produit de deux groupes puis d’un
produit quelconque en donnant la loi (pas de considération catégorique). Associativité
et commutativité à isomorphisme près. Cas des groupes abéliens finis, théorème
chinois, énoncé de décomposition en facteurs invariants (révision) ; exemple de calcul
des facteurs invariants de Z/24Z ⇥ Z/9Z et de Z/12Z ⇥ Z/18Z ; exercice : facteurs
invariants de Z/aZ⇥ Z/bZ.
Notion de groupe engendré par une de ses parties. Trois points de vue (minimal pour
l’inclusion, intersection, mots).

3.2 Classes à gauche et à droite, quotients

Définition de classes à droite (Hx) ou à gauche (xH, deux relations d’équivalence).
Toutes ont le même cardinal, celui du sous-groupe H. Elles forment une partition
de G : le cardinal commun de (G/H)

g

et de (G/H)
d

est noté [G : H] et vérifie
|G| = |H| ⇥ [G : H]. En particulier si G est un groupe fini et H un sous-groupe,
théorème de Lagrange : |H| divise |G|.
Exercices. 1- H est un sous-groupe distingué de G ssi xH = Hx pour tout x 2 G,
i.e. ssi (G/H)

g

= (G/H)
d

. 2- Si [G : H] = 2 alors H /G.
Envie de mettre sur (G/H)

g

la loi xH.yH = xy.H. Pas de sens. Exemple détaillé
des classes à droite et à gauche dans S 3 modulo le sous-groupe h(12)i.
Si (et seulement si) H / G, la classe de xyH ne depend que de xH et de yH. On
pose alors x.y = xy (a du sens) ; cela définit une structure de groupe sur l’ensemble
quotient (G/H)

g

= (G/H)
d

. On note ce groupe G/H. L’application p : G ! G/H,
x 7! x = xH est un homomorphisme de groupes surjectif dont le noyau est H ; on
l’appelle surjection (ou projection) canonique.
Propri«et«e universelle du quotient. Si f : G ! G0

est un homomorphisme de

groupes et si H / G vérifie H ✓ ker f , alors il existe un unique homomorphisme de

groupes f : G/H ! G0
tel que f = f � p où p est la surjection canonique. En outre,

f est injectif ssi H = ker f ; f est surjectif ssi f l’est.

Preuve. Unicité : f détermine f car f(x) = f(x) est nécessaire. Existence : on peut
définir f ainsi carH/G. C’est un homomorphisme de groupes. Enfin, ker f = p(ker f)
et im f = im f .
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Exemple : théorème chinois. Z ! Z/aZ⇥Z/bZ, x 7! (x+ aZ, x+ bZ) se factorise en
un homomorphisme injectif Z/a_ bZ ! Z/aZ⇥Z/bZ. Lorsque a et b sont étrangers,
c’est un isomorphisme pour des raisons de cardinal (fini).

3.3 Théorèmes d’isomorphismes

Le premier est conséquence directe de la propriété universelle du quotient. Les autres
sont donnés en exercice (TD ?).

Premier théorème d’isomorphisme. Si f : G ! G0
est un homomorphisme de

groupes, il se factorise en un isomorphisme de groupes G/ ker f ' im f .

Exemple : GL(E)/ SL(E) ' k⇤, Sn /An ' Z/2Z, Z/nZ ' Un (racines n-ièmes de
l’unité), Q/Z ' U (toutes les racines de l’unité), R/Z ' S1 (cercle unité).

Deuxième théorème d’isomorphisme. C ✓ B distingués dans A. Alors B/C est

un sous-groupe distingué de A/C et (A/C)/(B/C) ⇠ A/B .

Preuve : p : A
can!A/C est surjective, donc p(B) = B/C / A/C. Comme C ✓ B,

q : A
can!A/B se factorise en q : A/C ! A/B, surjectif. Enfin, ker q = p(B) = B/C.

On conclut avec les premier théorème d’isomorphisme.

Troisième théorème d’isomorphisme. Si A et B sont deux sous-groupes d’un

même groupe G et si A normalise B (i.e. si aBa�1 = B pour tout a 2 A) alors A\B
est distingué dans A, AB = {ab, a 2 A,2 B} = BA est un sous-groupe de G, B est

un sous-groupe distingué de AB et AB/B ⇠ A/A \B .

Preuve : A ,! AB
can!AB/B est surjectif et a pour noyau A \B.

N. Pouyanne, UVSQ 2012, LSMA610 10



4 Action dÕun groupe sur un ensemble

4.1 D«eÞnition, premiers exemples

D«eÞnition dÕaction à gauchedÕun groupeG sur un ensembleX comme application
G ! X " X avec ses deux axiomes 1.x = x et g.(g!x) = ( gg!).x. Equivalent à la
donn«ee dÕun homomorphisme de groupesG " S

X

.
Variante : action à droite (premier point de vue : ( x.g).g! = x.(gg!) ; second point
de vue : application F : G " S

X

v«eriÞant F (gg!) = F (g!)F (g)). Quand on a une
action à droite F , on obtient une action à gauche en posantf (g) = F (g" 1).
Exemples : S

E

opère sur E , sur les parties deE de cardinal Þx«e, sur lesEn ; si
V est un espace vectoriel, GL(V ) opère sur V , sur les droites deV , sur les sous-ev
de dimension donn«ee, sur les drapeaux ; SL2(R) opère sur le demi-plan de poincar«e

via
!

a b
c d

"
.z = az+b

cz+d

(exo) ; les similitudes du plan agissent sur lÕensemble des

cercles ; les isom«etries du plan Þxant lÕorigine agissent sur le cercle trigonom«etrique ;
les isom«etries du plan qui stabilisent un polygone r«egulier donn«e agissent sur ses
sommets, sur les milieux de ses aröetes ; les isom«etries de lÕespace qui stabilisent un
cube agissent sur ses diagonales. Un groupe agit sur lui-möeme par conjugaison ou par
translation à gauche.
D«eÞnition dÕaction transitive (#x, y, $g, y = g.x) ou Þdèle (seul 1 Þxe tous les points).
Si f est une action deG, elle se factorise en une action Þdèle deG/ ker(f ).
D«eÞnition dÕorbite dÕun point (not«eeG.x), de sous-groupe dÕisotropie(not«e G

x

).
Les sous-groupes dÕisotropie des points dÕune möeme orbite sont conjugu«es (G

g.x

=
gG

x

g" 1). Relation dÕ«equivalencex % y & $ g, y = g.x. Les classes sont les orbites.
Elles forment une partition de X .
Une partie Y de X est dite stable lorsque G.Y ' Y (en fait, «egalit«e via les g" 1).
D«eÞnition de stabilisateur dÕune partie (sous-groupe des «el«ements du groupe qui sta-
bilisent la partie).
D«eÞnition de partie Þxe (#y, g, g.y = y) et de Þxateur dÕune partie («el«ements du
groupe qui Þxent la partie).
Exemple : u ( GL(V ), action naturelle de )u* sur V . Une droite stable est une droite
de vecteurs propres pouru. Une droite Þxe est une droite propre associ«ee à la valeur
propre 1.
Si H est un sous-groupe deG, action par conjugaison deG sur lui-möeme. Stabilisateur
de H sÕappellenormalisateur ; Þxateur de H sÕappellecentralisateur. Centre dÕun
groupe.

4.1.1 Equation aux classes

Si x est dansX , lÕapplicationg +" g.x est constante sur les classes à gauche modulo
G

x

. Elle induit une bijection de lÕensemble (G/G
x

)
g

sur lÕorbiteG.x. On en d«eduit

que Card(G.x) = [ G : G
x

] ou encore|G| = |G
x

| ! Card(G.x).
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Dans le cas oùX est un ensemble Þni, lÕ«equation aux classes traduit la partition de
X en orbites sous lÕaction deG en termes de cardinaux : Card(X ) =

!
x !R [G : Gx ]

où R est un système de repr«esentants des orbites.
Exemple desp-groupes : siX G d«esigne les invariants sousG et si G est un p-groupe,
alors Card(X ) ! Card(X G ) [p]. Exemple de lÕaction deG sur lui-möeme par conjugai-
son : le centre dÕunp-groupe est non trivial (et exo : un p-groupe est nilpotent (donc
r«esoluble), r«ecurrence sur lÕexposant de lÕordre).
Exemple : action du groupe positif du cube sur les centres des faces. Transitive, 6
centres, isotropie dÕordre 4 : le groupe positif du cube est dÕordre 24.

4.2 Produits semi-directs

Suite exacte de groupes, suite exacte scind«ee (existence dÕune section ou existence
dÕun sous-groupe qui fait de la surjection un isomorphisme par restriction).
Une suite exacte 1" N " G " Q " 1 est scind«ee si, et seulement sÕil existe un
sous-groupeH de G tel que H # N = 1 et G = HN .
D«eÞnition du produit semi-direct de N et Q relatif à une action de Q sur N par
automorphismes,i.e. un homomorphisme de groupes! : Q " Aut( N ) (cÕest la loi de
groupes sur le produit cart«esien d«eÞnie par (n, q)(n", q") = ( n! (q)(n"), qq"), le neutre
est (1, 1), lÕinverse de (n, q) est (! (q# 1)(n# 1), q# 1)).
G est isomorphe à un produit semi-direct deQ et N si, et seulement sÕil existe une
suite exacte scind«ee 1" N " G " Q " 1. En passant, formule du produit direct
interne nhn"h" = nhn"h# 1hh".
Caract«erisation du produit direct parmi les semi-directs (N et H commutent).
Exemples dansS n , groupe di«edral, groupe lin«eaire, groupe a!ne, isom«etries (dont
celles des polyèdres r«eguliers ; groupe du cube, groupe du t«etraèdre).

4.3 Th«eorèmes de Sylow

D«eÞnition dÕunp-Sylow (p sous-groupe dont lÕindice nÕest pas divisible parp).
Exemple : les matrices trigonales sup avec des 1 sur la diagonale forment unp-Sylow
de GL(n, Fp).
Premier th«eorème de Sylow Tout groupe Þni contient un p-Sylow.
Preuve : voir G comme un sous-groupe deS n où n est lÕordre deG, puis comme un
sous-groupe de GL(n, Fp). Comme on a unp-Sylow de GL(n, Fp), on conclut avec le
lemme suivant.
Lemme Soient G un groupe Þni, H un sous-groupe,S un p-Sylow deG. Il existe
a $ G tel queH # (aSa# 1) soit un p-Sylow deH .
Preuve. On fait agir H sur (G/S )g par translation à gauche et on «ecrit lÕ«equation aux
classes [G : S] =

!
a!R [H : HaS ]. Comme p ne divise pas [G : S], soit a tel que p ne

divise pas [H : HaS ] : un tel a convient car HaS = H # (aSa# 1) est un p-Sylow deH
(cÕest unp-groupe car cÕest un sous-groupe dup-Sylow aSa# 1).
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Deuxième th«eorème de Sylow Tout p-sous-groupe est contenu dans unp-Sylow ;
les p-Sylow sont conjugu«es.
Preuve : avec le lemme, deux fois.
Remarque : unp-Sylow est distingu«e ssÕil est le seulp-Sylow.
Troisième th«eorème de Sylow Le nombre dep-Sylow divise lÕordre du groupe et
est ! 1 [p].
Preuve. 1- Faire agir G par conjugaison sur lÕensembleS de sesp-Sylow. Une seule
orbite. 2- Faire agir un p-Sylow S par conjugaison surS. Comme S est un p-groupe,
# S ! # SS [p]. On montre que SS = { S} : si T " S S, soit N = Stab G (T) ; alors
T ! N , donc T est lÕuniquep-Sylow deN . DÕoùS = T puisqueS est aussi unp-Sylow
de N .
Exemples : un groupe dÕordre 91 nÕest jamais simple (voir les 7-Sylow). Les 3-Sylow
et les 2-Sylow deS 4.
Exercice : compter et d«ecrire les Sylow deS 3, A4, A5, S 5.
Dette : d«emontrer la simplicit«e de A5.

5 Le groupe orthogonal euclidien (pas en 2012)
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6 Appendice : axiomatique des structures abstraites
de groupes, anneaux, corps, espaces vectoriels et
algèbres

6.1 Groupes

6.1.1 D«eÞnition, axiomes

Un groupe est un ensembleG muni dÕuneloi de composition interne not«ee ici ! (i.e.
une application G ! G " G, (x, y) #" x ! y) v«eriÞant les trois axiomes suivants :
1- la loi ! est associative (i.e. (x ! y) ! z = x ! (y ! z) pour tous x, y, et z de G ;
on note x ! y ! z ce produit) ;
2- G possède un«el«ement neutree pour ! (i.e. x ! e = e ! x = x pour tout x $ G ;
on note souvent 1 lÕ«el«ement neutre) ;
3- tout «el«ement deG possède unsym«etriquepour ! (i.e. pour tout x $ G, il existe
y $ G tel que x ! y = y ! x = e ; on note souventy = x! 1).

Si en outre ! est commutative (i.e. x ! y = y ! x pour tous x et y de G), le groupe
est dit commutatif ou ab«elien.

On omet souvent le symbole! de la loi en notant xy = x ! y. On note parfois + la
loi des groupes commutatifs ; dans ces conditions, lÕ«el«ement neutre est not«e 0 et le
sym«etrique de tout x $ G est not«e%x.

6.1.2 Sous-groupe, homomorphisme de groupes

Un sous-groupe dÕun groupeG est une partie deG qui soit un groupe pour la loi
de G.

Proposition Une partie non vide H dÕun groupeG est un sous-groupe deG si, et
seulement si :
1- H est stable pour la loi deG (i.e. x ! y $ H pour tous x et y de H ) ;
2- le sym«etrique (pour la loi deG) de tout «el«ement deH est dansH .

Un homomorphisme de groupes est une application f dÕun groupeG dans un
groupe G" qui pr«eserve les lois deG et de G", cÕest-à-dire telle quef (xy) = f (x)f (y)
pour tous x et y de G.

6.1.3 Exemples fondamentaux

LÕaddition usuelle dansZ, Q, R, C, Z/n Z où n $ Z, et dans leurs puissances.

La multiplication usuelle dans Q#, R#, R#
+ ou C#, dans lÕensemble des nombres com-

plexes de module un, dans lÕensemble des racines n-ièmes de lÕunit«e (n & 1) et dans
lÕensemble de toutes les racines de lÕunit«e.
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La composition dansS A (groupe sym«etrique de lÕensembleA) ; dans GL(E) (groupe
lin«eaire de lÕespace vectorielE ) et dans ses sous-groupes SL(E), O(E), SO(E), U(E),
SU(E) ; dans lÕensemble des similitudes (resp. des similitudes directes) vectorielles
planes ; dans GA(E) (groupe a!ne de lÕespace a!neE) et dans ses sous-groupes des
translations, des homoth«eties-translations, des isom«etries, des rotations, des simili-
tudes etc.

Le produit matriciel dans GL n (A) (matrices carr«eesn ! n inversibles à coe!cients
dans lÕanneauA), SLn (A), On (R), SOn (R), Un (C), SUn (C) ; dans lÕensemble des
matrices triangulaires sup«erieures (resp. inf«erieures) inversibles, dans lÕensemble des
matrices diagonales inversibles,etc.

6.2 Anneaux

6.2.1 D«eÞnition, axiomes

Un anneau (unitaire) est un ensembleA muni de deux lois de composition interne
not«ees ici + (addition) et ! (multiplication) v«eriÞant les axiomes suivants :
1- (A, +) est un groupe ab«elien ; on note souvent son «el«ement neutre 0 et" a le
sym«etrique dea # A pour + (on parle de lÕoppos«ede a) ;
2- la loi ! est associative et admet un «el«ement neutre souvent not«e 1 ;
3- la multiplication est distributive par rapport à lÕaddition (i.e. a ! (b+ c) = ( a !
b) + ( a ! c) et (a + b) ! c = ( a ! c) + ( b! c) pour tous a, b et c de A).

Si en outre la multiplication est commutative, lÕanneau est ditcommutatif.

Les règles de calcul dans un anneau commutatif sont celles deZ ; en particu- lier,
la formule du binöome de Newton est vraie dans un anneau commutatif (ou dans un
anneau g«en«eral entre deux «el«ements qui commutent). Dans les systèmes de paren-
th«esages, on donne la priorit«e à la multiplication ; ainsi,a ! b+ c = ( a ! b) + c.

6.2.2 Sous-anneau, id«eal, homomorphisme dÕanneaux

Un sous-anneau dÕun anneauA est une partie deA qui soit un anneau pour les lois
de A. Une partie B dÕun anneau (A, + , ! ) est un sous-anneau deA si, et seulement si
(B, +) est un sous-groupe de (A, +) contenant 1, et B est stable pour la multiplication
de A.
Un id«eal dÕun anneau commutatifA est une partie I de A telle (I, +) soit un sous-
groupe de (A, +) et ia # I pour tous i # I et a # A.
Une application f dÕun anneauA dans un anneauB est un homomorphisme
dÕanneaux si, et seulement si elle pr«eserve les unit«es et les lois deA et B , cÕest-
à-dire si, et seulement sif (1) = 1, f (x + y) = f (x) + f (y) et f (xy) = f (x)f (y) pour
tous x et y de A.
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6.2.3 Exemples fondamentaux

Pour leurs lois usuelles,Z, Z/n Z pour n ! 2, les corps de nombresQ, R et C,
lÕensemble des nombres d«ecimaux.

Les anneaux de polynöomes à coe!cients dans un anneauA.

LÕanneau des endomorphismes dÕun espace vectoriel (la multiplication est la compo-
sition), lÕanneau des matrices carr«ees à coe!cients dans un anneau (la multiplication
est le produit matriciel).

LÕensemble des applications dÕun ensembleE dans un anneauA (pour les lois usuelles
(f + g)(x) = f (x) + g(x) et ( fg )(x) = f (x)g(x)).

6.3 Corps

6.3.1 D«eÞnition, axiomes

Un corps est un anneauA dans lequel tout «el«ement non nulx admet un sym«etrique
pour la multiplication (on parle alors de lÕinversedex, souvent not«ex! 1). Cela revient
à demander queA \ { 0} soit un groupe pour la multiplication.

6.3.2 Sous-corps, plongements

Un sous-corps dÕun corpsL est une partieK de L qui soit un corps pour les lois deL .
Cela revient à demander que (K, +) soit un sous-groupe de (L, +) et que ( K \ { 0} , " )
soit un sous-groupe de (L \ { 0} , " ).
Un homomorphisme dÕanneauxk # A où k est un corps est toujours injectif. On
parle de plongement de k dans A ou dÕextension de k.

6.3.3 Exemples fondamentaux

Q, R et C pour leurs lois usuelles. Le corps des nombres alg«ebriques.

Z/p Z si p est un nombre premier, les corps ÞnisFpa .

k[X ]/ (P) si k est un corps et si P est un polynöome irr«eductible dek[X ] ; plus
g«en«eralement, le quotient dÕun anneau par un id«eal maximal.

LÕensemble des fractions rationnelles sur un corps (une ou plusieurs ind«etermin«ees).

LÕensemble des fonctions m«eromorphes sur un ouvert deC.

Le corps des quaternions (non commutatif).

6.4 Espaces vectoriels

6.4.1 D«eÞnition, axiomes

Un espace vectoriel sur le corpsk est un ensembleE muni dÕune loi de composition
interne (addition) not«ee ici + et dÕune loi externe surk not«ee . (i.e. une application
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k ! E " E , (a, x) #" a.x, multiplication par les scalaires) v«eriÞant :
1- (E, +) est une groupe ab«elien ;
2- pour tous (a, b) $ k2 et (x, y) $ E 2,
¥ 1.x = x ;
¥ (a + b).x = a.x + b.x ;
¥ a.(x + y) = a.x + a.y ;
¥ a.(b.x) = ( ab).x.

6.4.2 Sous-espace vectoriel, application lin«eaire

Un sous-espace vectoriel dÕun espace vectorielE est une partie deE qui soit un
espace vectoriel pour les lois deE. Une partie F dÕun espace vectorielE est un sous-
espace vectoriel deE si, et seulement siF est non vide et stable pour les lois deE,
i.e. x + y $ F et a.x $ F pour tous (x, y) $ F 2 et a $ k.
Une application f dÕun espace vectorielE sur k dans un espace vectorielF sur k est
une application lin«eaire (ou homomorphisme dÕespaces vectoriels) si, et seulement
si elle pr«eserve les lois deE et F , cÕest-à-dire si, et seulement sif (x + y) = f (x)+ f (y)
et f (a.x) = a.f (x) pour tous (x, y) $ E 2 et a $ k.

6.4.3 Exemples fondamentaux

kn où n $ N! , pour les lois (x1, . . . , xn ) + ( y1, . . . , yn ) = ( x1 + y1, . . . , xn + yn ) et
a.(x1, . . . , xn ) = ( ax1, . . . , axn ) ; prototype dÕespace vectoriel de dimension Þnie «egale
à n.

LÕensemble des applications lin«eaires dÕune espace vectoriel dans un autre (pour les
lois (f + g)(x) = f (x)+ g(x) et (a.f )(x) = a.f (x)) ; en particulier, lÕespace des formes
lin«eaires (dual).

LÕensemble des suites à coe!cient dansk (dimension d«enombrable), pour les lois
(xn )n + ( yn )n = ( xn + yn )n et a.((xn )n ) = ( axn )n .

LÕensemble des applications dÕun ensemble dans le corpsk pour les lois usuelles.

Si A est un anneau, extension dÕun corpsk, alors A est un espace vectoriel surk (dÕoù
les cardinaux des corps Þnis).

6.5 Algèbre sur un corps

6.5.1 D«eÞnition, axiomes

Une algèbre (unifère) sur le corps k est un ensembleA muni de deux lois de com-
position interne not«ees + (addition) et ! (multiplication ) et dÕune loi externe surk
not«ee. (multiplication par les scalaires) v«eriÞant :
1- (A, + , ! ) est un anneau ;
2- (A, + , .) est un espace vectoriel surk ;
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3- (a.x) ! y = x ! (a.y) = a.(x ! y) pour tous (x, y) " A et a " k ; on note ce produit
a.x ! y.
LÕaxiome3- revient à demander que lÕapplicationA ! A # A, (x, y) $# x ! y soit
bilin«eaire pour la structure dÕespace vectoriel deA.

6.5.2 Sous-algèbre, homomorphisme dÕalgèbres

Une partie dÕune algèbre en est unesous-algèbre lorsquÕelle en est à la fois un sous-
anneau et un sous-espace vectoriel. Les sous-algèbres sont les sous-anneaux stables
pour la loi externe.
Une application dÕunek-algèbre dans une autre est unhomomorphisme de k-
algèbres si, et seulement si elle est à la fois une application lin«eaire et un homomor-
phisme dÕanneaux.

6.5.3 Exemples fondamentaux

LÕensemble des endomorphismes dÕun espace vectoriel (la multiplication est la com-
position).

LÕensemble des matrices carr«ees à coe!cients dans un corps (la multiplication est le
produit matriciel).

Les algèbres de polynöomes à coe!cients dans un corps.

LÕensemble des applications dÕun ensembleE dans unek-algèbre et ses sous-algèbres
selon les structures (alg«ebriques, topologiques, g«eom«etriques,etc) de E et de k.
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UVSQ 2005/2006 25 novembre 2005
Licence de sciences et technologies
LSMA112 (algèbre 3)

Examen partiel
(trois heures)

Questions de cours (6 points)
1- Donner la d«eÞnition dÕ«el«ements alg«ebriquement ind«ependants sur un sous-anneau.

Enoncer le th«eorème de structure des polynöomes sym«etriques (existence et unicit«e).

2- Soient s = (152)(5314)(94)(617482) ett = (163)(8193)(67)(521743) deux permutations
de S 9. Calculer leurs signatures. Ces permutations sont-elles conjugu«ees ?

Problème 1 (6 points)
Soit n un entier naturel ! 2. On noteM la matrice carr«een" n à coe! cients dans lÕanneau

de polynöomesZ[X 1, . . . , X n ] d«eÞnie par M ij = X j ! 1
i pour tous i et j dans { 1, . . . , n} .

Autrement dit,

M =

!

"
"
"
#

1 X 1 . . . X n ! 1
1

1 X 2 . . . X n ! 1
2

...
...

...
1 X n . . . X n ! 1

n

$

%
%
%
&

.

1- Calculer la matrice t MM en fonction des sommes de NewtonSk =
' n

j =1 X k
j , k ! 1

(t M d«esigne la transpos«ee de la matriceM ).
2- On rappelle que le polynöome de Vandermonde est le d«eterminant deM et que le

polynöome discriminant est le carr«e du polynöome de Vandermonde. Calculer le discriminant
de trois ind«etermin«eesX 1, X 2, X 3 en fonction de leurs sommes de Newton.

3- Soient p et q deux nombres rationnels, etx1, x2, x3 les racine complexes du polynöome
X 3 + pX + q. Calculer, en fonction dep et q, la valeur du discriminant en x1, x2, x3. Ce
dernier nombre est-il toujours rationnel ?

[On rappelle la formule liant les polynöomes de NewtonSk aux polynöomes sym«etriques
«el«ementaires! k : pour tout p ! 0,

(

{ ( i,j ) , i " 0, 0# j # n, i + j = p}

(# 1)j ! j Si +1 = ( # 1)p(p + 1) ! p+1 .]
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Problème 2 (8 points)
1- Centralisateur

1.1- Si G est un groupe etx ! G, on appelle centralisateur de x le sous-ensembleZ (x)
des «el«ements deG qui commutent avec x :

Z (x) = { y ! G, xy = yx} .

Montrer que les centralisateurs dÕun groupeG sont des sous-groupes, et que pour tout
(x, y) ! G2,

Z (yxy! 1) = yZ (x)y! 1.

1.2- Dans le groupeS 5, montrer que toute permutation ! du centralisateur de la trans-
position (12) v«eriÞe ! ({ 1, 2} ) = { 1, 2} et ! ({ 3, 4, 5} ) = { 3, 4, 5} . En d«eduire queZ ((12))
contient 12 «el«ements et en donner la liste.

1.3- Dans le groupeS 5, montrer que Z ((12)(34)) contient 8 «el«ements et en donner la
liste.

1.4- Dans S 5, montrer que le centralisateur dÕune transposition contient 12 «el«ements, et
que le centralisateur dÕun produit de deux transpositions à supports disjoints en contient 8.

2- Automorphismes de S 5

On appelleautomorphismedÕun groupeG tout homomorphisme de groupe bijectifG " G.
On note Aut( G) le groupe des automorphismes deG pour la composition des applications.
On rappelle quÕun «el«ementx dÕun groupe est ditdÕordre deuxlorsque x #= 1 et x2 = 1.

2.1- Montrer que si ! ! S 5, lÕapplicationf ! : S 5 " S 5 d«eÞnie parf ! (" ) = !" ! ! 1 pour
tout " ! S 5 est un automorphisme deS 5. Un tel automorphisme est dit int«erieur . Montrer
que lÕapplicationS 5 " Aut( S 5), ! $" f ! est un homomorphisme injectif de groupes.

2.2- Montrer que tout automorphisme # dÕun groupeG envoie un «el«ement dÕordre deux
sur un «el«ement dÕordre deux et que pour toutx ! G, on a #(Z (x)) = Z (#(x)).

2.3- D«ecrire tous les «el«ements dÕordre deux deS 5. Montrer que lÕimage dÕune transposi-
tion par un automorphisme de S 5 est une transposition (on pourra utiliser 1-).

2.4- Soit # ! Aut( S 5). Montrer que lÕintersection des supports de#((12)) et de #((13))
est r«eduite à un singleton. En d«eduire que# est n«ecessairement int«erieur.
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LSMA112 (algèbre 3)

Corrig«e succinct du partiel

Questions de cours
2- En termes de produits de cycles à supports disjoints,s = (1792648)(35) et t =

(13529)(4867). Ces cycles nÕont pas les möemes longueurs :s et t ne sont pas conjugu«ees.

Problème 1
1- A lÕaide de la formule du produit de matrices, on trouve que le coe! cient de la i -ième

ligne et de la j -ième colonne det MM est la somme de NewtonSi + j ! 2, à savoir

t MM =

!

"
"
"
#

n S1 . . . Sn ! 1

S1 S2 . . . Sn
...

...
...

Sn ! 1 Sn . . . S2n ! 2

$

%
%
%
&

.

2- On note V le polynöome de Vandermonde enX 1, X 2, X 3. Comme det(t M ) = det( M )
(cÕest vrai pour nÕimporte quelle matrice carr«ee),V 2 = det( t M ) det(M ) = det( t MM ) =
3S2S4 ! S2

1S4 ! 3S2
3 +2S1S2S3 ! S3

2 (calcul «el«ementaire du d«eterminant dÕune matrice 3" 3).
3- Comme V 2 est un polynöome sym«etrique,V 2(x1, x2, x3) sÕexprime en fonction des

polynöomes sym«etriques «el«ementaires en (x1, x2, x3), cÕest-à-dire en fonction des coe! cients
p et q du polynöome dont ils sont les racines (relations entre racines et coe! cients dÕun
polynöome). PuisqueS1(x1, x2, x3) = 0 (le coe! cient de X 2 dans X 3 + pX + q est nul), on
a d«ejà la simpliÞcation suivante : V 2(x1, x2, x3) est la valeur en (x1, x2, x3) du polynöome
3S2S4 ! 3S2

3 ! S3
2 . A lÕaide des formules de Newton qui impliquent queS2 = ! 2

1 ! 2! 2,
S3 = ! 3

1 ! 3! 1! 2 +3 ! 3, S4 = ! 4
1 ! 4! 2

1! 2 +4 ! 1! 3 +2 ! 2
2 et des relations entre racines et coe! -

cients qui imposent ! 2(x1x2x3) = p et ! 3(x1x2x3) = ! q, on obtient que V 2 = ! 4p3 ! 27q2.
Comme p et q sont rationnels, V 2 lÕest aussi.

Problème 2
1.1- Soit x # G. Que 1 # Z (x) est «evident ; si z, z" # Z (x), on a successivementxzz" =
zxz" = zz"x : Z (x) est stable pour le produit ; en multipliant par z! 1 à gauche et à droite
lÕ«egalit«exz = zx, on obtient z! 1x = xz! 1 : Z (x) est stable pour le passageà lÕinverse. Ainsi
Z (x) est-il un sous-groupe deG.

Soient x, y # G. Si z # Z (yxy! 1), alors zyxy! 1 = yxy! 1z, ce qui sÕ«ecrit aussiy! 1zyx =
xy! 1zy en multipliant à droite par y et à gauche par y! 1 ; cette dernière «egalit«e montre
que y! 1zy # Z (x), qui «equivaut à z # yZ (x)y! 1. On a montr«e queZ (yxy! 1) $ yZ (x)y! 1.
Inversement, si z # Z (x), on a successivement (yzy! 1)(yxy! 1) = yzxy! 1 = yxzy! 1 =
(yxy! 1)(yzy! 1) ; cela montre queyZ(x)y! 1 $ Z (yxy! 1). Au bout du compte, Z (yxy! 1) =
yZ (x)y! 1.

1.2- Si ! # Z ((12)), alors ! (12)! ! 1 = (12) Par ailleurs, ! (12)! ! 1 = ( ! (1)! (2)) par la
formule de conjugaison des cycles ; ainsi! stabilise-t-il { 1, 2} et son compl«ementaire{ 3, 4, 5} .

Comme le produit dÕune permutation de{ 1, 2} par une permutation de { 3, 4, 5} commute
avec (12), on obtient les 12 possibilit«es suivantes (deux choix pour les images de 1 et 2, six
choix pour les images de 3, 4 et 5) :Z ((12)) = { id, (34), (35), (45), (345), (354), (12), (12)(34),
(12)(35), (12)(45), (12)(345), (12)(354)} .
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1.3- Soit ! ! Z ((12)(34)) ; alors ! (12)(34)! ! 1 = (12)(34). Par ailleurs, ! (12)(34)! ! 1 =
(! (1)! (2))( ! (3)! (4)) par la formule de conjugaison des cycles. Alors,! ({ 1, 2} ) ! {{ 1, 2} ,
{ 3, 4}} et ! ({ 3, 4} ) ! {{ 1, 2} , { 3, 4}} . On obtient ainsi les 8 «el«ements suivants (consid«erer
successivement toutes les images possibles de 1, 2, 3 et 4) :! ! Z ((12)(34)) = { id, (34), (12),
(12)(34), (1324), (13)(24), (1423), (14)(23)} . [Remarques : on pouvait sÕattendre en e! et à
trouver les «el«ements du groupe de Klein deS 4 puisquÕil est ab«elien ; la notion dÕaction de
groupe rendra les r«esultats des questions1.2- et 1.3- presque automatiques).

1.4- Toute transposition de S 5 est conjugu«ee à (12). DÕaprès1.1- , les centralisateurs des
transpositions sont donc conjugu«es à un groupe dÕordre 12 : ils sont eux-möemes dÕordre 12.
De la möeme manière, puisque les produits de deux transpositions à supports disjoints sont
tous conjugu«es à (12)(34), leurs centralisateurs sont dÕordre 8.

2.1- f ! est bijective puisque f ! ! 1 est une r«eciproque. Par ailleurs, pour toust, t " ! S 5,
on a successivementf ! (tt ") = ! tt "! ! 1 = ( ! t! ! 1)( ! t "! ! 1) = f ! (t)f ! (t ") : cela montre que
f ! est un homomorphisme de groupes. Ainsi,f ! ! Aut( S 5).

Soit f : S 5 " Aut( S 5), ! #" f ! . Pour tous ! , ! " ! S 5 et pour tout " ! S 5, on a
successivementf !! " (" ) = ( !! ")" (!! ")! 1 = ! (! "" ! "! 1)! ! 1 = f ! (f ! " (" )) = ( f ! $f ! " )( " ). Cela
montre que f !! " = f ! $ f ! " pour tous ! , ! " ! S 5, cÕest-à-dire quef est un homomorphisme
de groupes.

Si ! est dans le noyau def , alors ! est dans le centre deS 5 qui est trivial ; donc f est
injectif.

2.2- Soient x ! G et # ! Aut( G).
On suppose quex est dÕordre 2. Commex %= 1 et # est injectif, #(x) %= 1. Par ailleurs,

(#(x))2 = #(x2) = #(1) = 1. Cela montre que #(x) est dÕordre 2.
Si z ! #(Z (x)), soit y ! Z (x) tel que z = #(y). Alors, z#(x) = #(yx) = #(xy) = #(x)z,

dÕoùz ! Z (#(x)). Ainsi, #(Z (x)) & Z (#(x)).
Inversement, si z ! Z (#(x)), soit y = #! 1(z). Alors, #(xy) = #(x)z = z#(x) = #(yx) ce

qui implique, puisque# est injectif, que xy = yx : y ! Z (x), soit encorez = #(y) ! #(Z (x)).
Ainsi, Z (#(x)) & #(Z (x)). Au bout du compte, #(Z (x)) = Z (#(x)).

2.3- A lÕaide de la d«ecomposition des permutations en produits de cycles à supports
disjoints, on voit imm«ediatemment que les «el«ements dÕordre 2 deS 5 sont les transpositions
et les produits de deux transpositions à supports disjoints.

Soit # ! Aut( S 5) et " une transposition. DÕaprès2.2- , #(" ) est dÕordre deux, donc est
une transposition ou un produit de deux transpositionsà supports disjoints. DÕaprès1.4- , le
centralisateur de" est dÕordre 12. Alors, dÕaprès2.2- , le centralisateur de#(" ) est «egalement
dÕordre 12. Ainsi#(" ) ne peut-il pas öetre un produit de deux transpositions à supports
disjoints (son centralisateur serait dÕordre 8 dÕaprès1.4- ). Donc cÕest une transposition.

2.4- #((12)) est une transposition (ab) et #((13)) est une transposition (cd). On ne peut
pas avoir { a, b} = { c, d} ni { a, b} ' { c, d} = ( car alors, (ab) et (cd) commuteraient ce qui
nÕest pas puisque (12) et (13) ne commutent pas (puisque# est injectif, deux permutations s
et t commutent si, et seulement si#(s) et #(t) commutent). Donc le cardinal de{ a, b} ' { c, d}
«egale 1.

On note a1 ! { 1, . . . , 5} lÕ«el«ement commun entre les supports de#((12)) et de #((13)).
Pour chaque p ! { 2, . . . , 5} , soit alors ap ! { 2, . . . , 5} tel que #((1p)) = ( a1ap) (pour
a4 et a5, möeme raisonnement que poura2 et a3 ; comme # est injectif, les ak sont tous
distincts). On note $ ! S 5 la permutation d«eÞnie par$(p) = ap pour tout p ! { 1, . . . , 5} .
Alors, #((1p)) = $(1p)$! 1 = f " ((1p)) pour tout p ! { 1, . . . , 5} : les automorphismes#
et f " co¬õncident sur les transpositions de la forme (1p). A cause des formules du type
(13)(12)(13) = (23), cela montre que # et f " co¬õncident sur les transpositions de la forme
(k, k + 1) ; comme ces dernières engendrentS 5, on obtient # = f " : # est int«erieur.
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Examen
(deux heures)

Questions de cours
1- Donner un exempledÕactiontransitiv e dÕungroupe sur un ensemble.

2- Enoncer le premier th«eor̀emedÕisomorphismepour les groupes.

3- Soit V un espacevectoriel de dimension Þnie sur R. Montrer que SL(V ) est un sous-
groupe distingu«e de GL(V ) et que le quotient GL(V )/ SL(V ) est isomorpheau groupe mul-
tiplicatif R! .

Probl ème 1
On note F3 le corps Z/ 3Z et SL(2, F3) le groupe desmatrices 2 ! 2 à coe! cients dans F3

dont le d«eterminant vaut 1.

1- Montrer que lÕordrede SL(2, F3) est 24. Quels sont les ordres des 2-sous-groupesde
Sylow et des3-sous-groupesde Sylow de SL(2, F3) ?

2- Montrer queT = {
!

1 a
0 1

"
, a " F3} estun sous-groupedeSL(2, F3). Est-il distingu«e

dans SL(2, F3) ?

3- Calculer le nombre de 3-sous-groupesde Sylow de SL(2, F3).

Probl ème 2
Soit G un groupe inÞni. On supposeque G contient un sous-groupe H di" «erent de G

dont lÕindicedans G est Þni.

1- On note n = [G : H ]. Montrer que lÕactionde G par translation à gauche sur les
classes̀a gauche modulo H , d«eÞniepar x.yH = xyH pour tous x et y dans H , induit un
homomorphismede groupes

! : G # S n .

2- Montrer que ! nÕestpas injectif.

3- Montrer que
ker(! ) =

#

x " G

xH x# 1

et en d«eduire que ker(! ) $= G.

4- Montrer que G nÕestpas simple.
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LSMA112 (algèbre 3)

Examen, seconde session
(deux heures)

Problème 1 (7 points)
Soit n un entier naturel, n ! 5.
1- Si p " { 1, . . . , n} , quelle est la signature dÕunp-cycle du groupe sym«etriqueS n ?
2- Calculer le produit des deux 5-cycles (12345) et (12543).
3- Montrer que tout 3-cycle de S n est produit de deux 5-cycles.
4- Le groupe altern«eAn est-il engendr«e par ses 5-cycles ?

Problème 2 (13 points)
Soit n un entier naturel non nul. On note B lÕensemble des matrices triangulaires

sup«erieures du groupe lin«eaire GL(n, C) :

B =
!

(mi,j )1! i,j ! n " GL(n, C), #(i, j ), i > j =$ mi,j = 0
"

,

T lÕensemble des matrices diagonales de GL(n, C) et U lÕensemble des matrices deB dont
tous les «el«ements diagonaux «egalent 1. On admettra, sans chercher à le d«emontrer, queB ,
U et T sont des sous-groupes de GL(n, C).

Partie I

1- Soient M = ( mi,j )1! i,j ! n , N = ( ni,j )1! i,j ! n et P = ( pi,j )1! i,j ! n dans B , tels que
MN = P. Montrer que pi,i = mi,i ni,i pour tout i " { 1 . . . , n} .

2- Montrer que lÕapplicationf : B % T d«eÞnie, pour tout M = ( mi,j )1! i,j ! n , par

f (M ) =

#

$
$
$
$
%

m1,1 0 . . . 0

0 m2,2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 mn,n

&

'
'
'
'
(

est un homomorphisme surjectif de groupes.

3- Montrer que U est un sous-groupe distingu«e deB et que B/U est isomorphe àT.

4- Le groupeT est-il isomorphe au groupe produit (C" )n ?
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Partie II

On appelle drapeau complet de Cn tout n-uplet E = ( E1, E2, . . . , En ) de sous-espaces
vectoriels deCn tels que dimEj = j pour tout j ! { 1 . . . n} et tels que

E1 " E2 " á á á" En = Cn .

1- Pour tout g ! GL(n, C) et pour tout drapeau complet E = ( E1, E2, . . . , En ), on note
g.E le n-uplet de sous-espaces vectoriels

g.E =
!
g(E1), g(E2), . . . , g(En )

"
.

Montrer que g.E ainsi d«eÞni est un drapeau complet et que lÕapplication (g, E) #$ g.E est
une action du groupe GL(n, C) sur lÕensemble des drapeaux complets. Cette action est-elle
transitive ?

2- On appelle drapeau standard le drapeau S = ( S1, . . . , Sn ) où Sj est le sous-espace de
Cn engendr«e par lesj premiers vecteurs de la base canonique. IdentiÞer le groupe dÕisotropie
du drapeau standard.

3- Expliciter une bijection entre lÕensemble des classesà gauche
!

GL(n, C)/B
"

g et lÕensemble
des drapeaux complets deCn .
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Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et g«eom«etries)

Examen partiel

Question de cours (3 points)

Pour quelles valeurs de lÕentier non nuln le groupe altern«eAn est-il simple ? Donner la
liste des «el«ements du groupe de Klein, sous-groupe distingu«e dÕordre 4 du groupe altern«eA4.

Problème 1 (6 points)

Dans lÕanneau de polynöomesZ[X, Y, Z ], pour tout k ! { 1, 2, 3} , on note ! k le polynöome
sym«etrique «el«ementaire de degr«ek et Sk le polynöome de Newton de degr«ek.

1- Question de cours : exprimer, sans d«emonstration,S2 en fonction de ! 1 et ! 2.

2- On note P le polynöome sym«etriqueP(X, Y, Z ) = X 2Y 2 + Y 2Z 2 + Z 2X 2 (on ne demande
pas de montrer queP est sym«etrique). Exprimer ! 2

2 en fonction deP et des! k , 1 " k " 3.
En d«eduire un polynöomeQ ! Z[X, Y, Z ] tel que P = Q(! 1, ! 2, ! 3).

3- Soit R(X, Y, Z ) = ( X 2 # Y 2 # Z 2)(Y 2 # Z 2 # X 2)(Z 2 # X 2 # Y 2). Montrer que R est
sym«etrique et lÕ«ecrire en fonction de! 1, ! 2 et ! 3.

Problème 2 (11 points)

Dans le groupe sym«etriqueS 8, on note

a = [3 , 4, 2, 1, 7, 8, 6, 5], b = [5 , 6, 8, 7, 2, 1, 3, 4], c = (12)(34)(56)(78) ,

et H le sous-groupe engendr«e para et b.

1- Question de cours : donner deux d«eÞnitions «equivalentes du sous-groupe engendr«e par
une partie A dÕun groupeG (on ne demande pas de montrer que les deux d«eÞnitions que
lÕon donnera sont «equivalentes).

2- D«ecomposera et b en produits de cycles à supports disjoints et calculer leurs signatures.

3- Calculer a2 et b2 en fonction dec et montrer que c est dans le centre deH (on rappelle que
le centre dÕun groupe est lÕensemble de ses «el«ements qui commutent avec tous les «el«ements
du groupe).

4- Calculer les ordres dea, b et c et montrer que ba = a3b = cab (lÕordre dÕun «el«ementx
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dans un groupe not«e multiplicativement est le plus petit entier strictement positif n tel que
xn = 1).

5- Montrer que H = { apbq, (p, q) ! Z2} (on pourra v«eriÞer auparavant que lÕensemble
{ apbq, (p, q) ! Z2} est un sous-groupe deH ).

6- D«eduire des questions pr«ec«edentes que

H = { cpaqbr , (p, q, r) ! { 0, 1} 3} .

Donner une liste exhaustive des «el«ements deH . Quel est son cardinal ?

7- Question de cours : donner la d«eÞnition de sous-groupe distingu«e. Montrer que le
sous-groupe engendr«e para est distingu«e dansH . Quel est son cardinal ?

8- Montrer que tous les sous-groupes à 4 «el«ements deH sont distingu«es. Combien y en
a-t-il ?

9- Est-il vrai que tous les sous-groupes deH sont distingu«es ? Le groupeH est-il commu-
tatif ?
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Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et g«eom«etries)

Corrig«e succinct du partiel

Question de cours
Si n ! 5, An est simple (th«eorème du cours). Sin = 1, 2 ou 3, An est «egalement simple

car il est cyclique, respectivement dÕordre 1, 2 ou 3. Le seul cas oùAn nÕest pas simple est
le casn = 4. Dans ces conditions, le groupe de KleinK = { id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
en est un sous-groupe distingu«e.

Problème 1
1- S2 = ! 2

1 " 2! 2.

2- En d«eveloppant, on obtient ! 2
2 = ( XY + XZ + Y Z)2 = P +2 ! 1! 3. Ainsi, P = ! 2

2 " 2! 1! 3 :
le polynöomeQ(X, Y, Z ) = Y 2 " 2XZ convient.

3- La transposition qui «echangeX et Y et Þxe Z permute les deux premiers facteurs de
R et laisse le troisième invariant ; elle Þxe doncR. On montre ainsi de la möeme manière
que R est Þx«e par les trois transpositions du groupe sym«etriqueS 3. Comme ces dernières
engendrentS 3, toutes les permutations ÞxentR : il est sym«etrique.

On d«eveloppe :R = (2 X 2 " S2)(2Y 2 " S2)(2Z 2 " S2) = 8 ! 2
3 " 4S2P + S3

2 . En utilisant
les questions pr«ec«edentes, on obtientR = ! 6

1 " 6! 4
1! 2 + 8 ! 3

1! 3 + 8 ! 2
1! 2

2 " 16! 1! 2! 3 + 8 ! 2
3.

Problème 2
2- a = (1 , 3, 2, 4)(5, 7, 6, 8) et b = (1 , 5, 2, 6)(3, 8, 4, 7) sont des permutations paires.

3- Un calcul imm«ediat fournit a2 = b2 = c. Cela montre quec commute aveca et b, donc
avec tous les «el«ements deH puisque ce dernier est engendr«e para et b.

4- c2 = id et a4 = b4 = id alors que a2 = b2 = c #= id. Donc c est dÕordre 2, eta et b sont
dÕordre 4. Par le calcul,ab = (1 , 7, 2, 8)(3, 5, 4, 6) et ba = cab = (1 , 8, 2, 7)(3, 6, 4, 5). Par
ailleurs, cab= a3b puisque c = a2.

5- Par une r«ecurrence imm«ediate, on montre quebpaq = a3qb pour tous p, q $ Z. On note
I = { apbq, (p, q) $ Z2} . Que I soit non vide est «evident. Sip, q $ Z, alors (apbq)! 1 =
b! qa! p = a! 3pb! q $ I ; cela montre queI est stable par passage à lÕinverse. Sip, q, r, s $ Z,
alors apbqar bs = ap+3 r bq+ s $ I ; cela montre queI est stable pour le produit. Au bout du
compte, I est un sous-groupe deH . Comme le groupeI contient a = a1b0 et b = a0b1, il
contient le sous-groupe engendr«e para et b, cÕest-à-direH . Ainsi, I = H .

6- Soit J = { cpaqbr , (p, q, r) $ { 0, 1} 3} . Clairement, J % H puisque c = a2. Inversement,
soient " et # dans Z et x = a! b" $ H . On e! ectue la division euclidienne de" et de # par
2 : soient $ et %dans Z et p et q dans { 0, 1} tels que " = 2$ + p et # = 2%+ q. Alors,
x = c# apc$bq = c#+ $apbq (c est central dÕaprès la question3-). Si r $ { 0, 1} d«esigne le reste
de la division euclidienne de$ + %par 2, alors x = cr apbq $ J . Cela montre queH = J .

Ainsi H est-il lÕensemble des 8 = 23 permutations distinctes { id, c, a, b, ab, ca, cb, cab} (avec
ca = a3, cb= b3, cab= ( ab)3).

7- On note &a' le groupe engendr«e para. En utilisant les relations entre a et b des questions
pr«ec«edentes,bab! 1 = ( ba)b3 = a3b4 = a3 $ &a' . Puisque H = &a, b' , cela su" t à montrer
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que !a" est distingu«e dansH . Comme a est dÕordre 4, le cardinal de!a" = { id, a, a2, a3}
est 4.

8- Les «el«ements dÕordre 4 deH sont a, b, ab, a3 = ca, b3 = cb et (ab)3 = cab. Donc H
contient trois sous-groupes dÕordre 4, qui sont!a", !b" et !ab". Par un raisonnement analogue
à celui de 7-, ils sont tous distingu«es dansH .

9- Si un sous-groupe deH contient a et b, il «egale H . Si un sous-groupe deH contient
a3 et b, il contient a = ( a3)3 ; il «egale doncH . Si un sous-groupe deH contient a et ab,
il contient b = a3(ab) ; il «egale doncH . Par des raisonnements analogues, on montre que
les seuls sous-groupes deH contenant deux «el«ements dÕordre 4 sontH et les sous-groupes
dÕordre 4 eux-möemes.

Ainsi, outre les sous-groupes dÕordre 4, les sous-groupes deH sont :
- lÕunique sous-groupe dÕordre 2 qui est central, donc distingu«e (cÕest!c") ;
- { id} et H .

Tous sont distingu«es. Pour autant, H nÕest pas ab«elien puisquea et b ne commutent pas.

NB : avec la th«eorie «el«ementaire des groupes Þnis, dresser la liste des sous-groupes deH
est imm«ediat car on saita priori que les seuls cardinaux possibles sont les diviseurs de 8.
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Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et g«eom«etries)

Examen
(deux heures)

Question de cours (5 points)

1- Donner la d«eÞnition de sous-groupe distingu«e. Donner un exemple dÕun groupe non
commutatif G et dÕun sous-groupe distingu«eH de G tel que H /! {{ 1} , G} .

2- Enoncer le premier th«eorème dÕisomorphisme pour les groupes.

3- Soit G un groupe agissant sur un ensembleE . Montrer que tous les groupes dÕisotropie
des «el«ements dÕune möeme orbite sont conjugu«es.

Problème 1 (5 points)

On note SL(2, Z) le sous-groupe de SL(2, R) d«eÞni par

SL(2, Z) =
!"

a b
c d

#
, (a, b, c, d) ! Z4, ad " bc= 1

$

et SL(2, Z/ 11Z) le groupe sp«ecial lin«eaire sur le corpsZ/ 11Z.

1- Pour tout entier x, on note x la classe dex modulo 11. Montrer que lÕapplication

f : SL(2, Z) # SL(2, Z/ 11Z)"
a b
c d

#
$#

"
a b
c d

#

est un homomorphisme de groupes.

2- On note ! = { M ! SL(2, Z), f (M ) = I 2} où I 2 d«esigne la matrice identit«e de
SL(2, Z/ 11Z). Montrer que ! est un sous-groupe distingu«e de SL(2, Z).

3- On admettra que le groupe SL(2, Z/ 11Z) est engendr«e par les deux matrices

S =
"

0 1
" 1 0

#
et T =

"
1 1
0 1

#
.

Montrer que f se factorise en un isomorphisme de groupes

SL(2, Z)/ ! !"# SL(2, Z/ 11Z).
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Problème 2 (10 points)

Dans lÕespace vectorielR2, on notee1 = (1 , 0), e2 = (0 , 1) et Cle carr«eC = { e1, e2, ! e1, ! e2} .
On note G le sous-groupe des endomorphismes inversibles deR2 qui stabilisent C :

G = { g " GL(2, R), g(C) = C}.

1- On considère lÕaction deG sur C, d«eÞnie parg.v = g(v) pour tout ( g, v) " G # C (on
ne demande pas de montrer que ceci est une action, on lÕadmettra).
Question de cours : montrer comment cette action d«eÞnit un homomorphisme de groupes

! : G $ S C.

Montrer que ! est injectif.

2- Dessiner le carr«e et montrer que cette action est transitive (on pourra par exemple
consid«erer les matrices des sym«etries par rapport aux diagonales ou aux m«edianes deC).

3- Soit g " G tel que g(e1) = e1. Montrer que g(e2) " { e2, ! e2} . En d«eduire la liste des
«el«ements deG qui Þxent e1.

4- D«eduire lÕordre deG des questions2- et 3-.

5- Num«eroter les sommets du carr«e et donner la liste des permutations paires et des
permutations impaires de ! (G).

6- Montrer que lÕapplication d«eterminant est une surjectionG $ { ! 1, 1} et que G est
isomorphe à un produit semi-direct

G % Z/ 4Z # Z/ 2Z.
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Licence de sciences et technologies
LSMA212 (groupes et g«eom«etries)

Examen, seconde session
(deux heures)

Problème 1 (7 points)

1- (Question de cours) Soit n un entier naturel non nul. Montrer que le groupe quotient
GL(n, R)/ SL(n, R) est isomorphe au groupe multiplicatif R! .

2- Montrer que lÕapplication

R! ! SL(3, R) " GL(3, R)
(x, g) #" xg

est un homorphisme de groupes injectif. Le groupe GL(3, R) est-il isomorphe au produit
direct R! ! SL(3, R) ?

3- LÕhomorphisme de groupes

R! ! SL(2, R) " GL(2, R)
(x, g) #" xg

est-il injectif ? Est-il surjectif ?

4- LÕhomorphisme de groupes

C! ! SL(2, C) " GL(2, C)
(x, g) #" xg

est-il injectif ? Est-il surjectif ?

Problème 2 (13 points)

Soit n un entier sup«erieur ou «egal à 4. Pour toute permutation ! $ S n , on note Z! le
centralisateur de ! :

Z! = { " $ S n , !" = " ! } ;

cÕest un sous-groupe deS n (on ne demande pas de d«emontrer cela).

1- Centralisateur dÕun 3-cycle

1.1- Soient t une puissance du 3-cycle (123) ets $ S { 4,...,n } . On consid«erera le groupe
S { 4,...,n } comme un sous-groupe deS n en prolongeant toute permutation de { 4, . . . , n} à
{ 1, . . . , n} par lÕidentit«e sur{ 1, 2, 3} . Montrer que le produit ts est dansZ(123) .
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1.2- On note T le groupe engendr«e par (123). Montrer que lÕapplication

T ! S { 4,...,n } " S n

(t, s) #" ts

est un homomorphisme injectif de groupes. En d«eduire que|Z(123) | $ 3.(n %3)! .

1.3- On considère lÕaction deS n sur lui-möeme par conjugaison, d«eÞnie par! ." = !" ! ! 1

pour toutes permutations ! et " . D«ecrire lÕorbite du 3-cycle (123) (question de cours ) et
calculer son cardinal. En d«eduire que lÕordre deZ(123) «egale 3.(n %3)!.

1.4- Montrer que Z(123) est isomorphe au produit direct de groupesZ/ 3Z ! S n ! 3.

1.5- Si c est nÕimporte quel 3-cycle deS n , est-il vrai que son centralisateurZc est encore
isomorphe au produit direct Z/ 3Z ! S n ! 3 ?

2- Centralisateur dÕun produit de deux transpositions à su pports disjoints

2.1- (Question de cours) On note K le groupe engendr«e par (12)(34) et (13)(24). Est-il
ab«elien ? Quel est son ordre ?

2.2- Calculer le cardinal de lÕorbite de (12)(34) sous lÕaction de S n sur lui-möeme par
conjugaison. En d«eduire que lÕordre deZ(12)(34) est 8.(n %4)! .

2.3- Montrer que le sous-groupe engendr«e parK et par la transposition (12) est contenu
dans Z(12)(34) . Est-il ab«elien ? Quel est son ordre ?

2.4- Montrer que si # est un produit de deux transpositions à supports disjoints de S n ,
son centralisateurZ! est isomorpheàZ ! S n ! 4 où Z est un produit semi-direct Z/ 4Z! Z/ 2Z
entre les groupesZ/ 4Z et Z/ 2Z.
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Examen Þnal (deux heures)

1 Questions de cours (5 points)

1.1- Pour quelles valeurs den ! N! le groupe altern«eAn est-il simple ?

1.2- Est-il vrai que toute permutation deS 9 est un produit de 5-cycles ?

1.3- Montrer que le groupe multiplicatif U de toutes les racines de lÕunit«e dans le corps
des nombres complexes est isomorphe au groupe quotientQ/ Z.

2 Premier problème (7 points)

Soient A et B les matrices de GL(2, C) d«eÞnies par

A =
!

i 0
0 " i

"
et B =

!
0 1

" 1 0

"
.

On note H le sous-groupe de GL(2, C) engendr«e parA et B .

2.1- Calculer les ordres deA et B dansH et montrer les relationsBA = A3B = " AB .

2.2- Montrer que { ApB q, (p, q) ! Z2} est un sous-groupe de GL(2, C). On le note K .

2.3- Montrer que H = K .

2.4- On note I lÕ«el«ement neutre du groupe GL(2, C). Montrer que

H = { (" I )pAqB r , (p, q, r) ! { 0, 1} 3}

et donner une liste exhaustive des «el«ements deH . Quel est lÕordre deH ?

2.5- Question de cours : donner la d«eÞnition de sous-groupe distingu«e.
Montrer que le sous-groupe engendr«e parA est distingu«e dansH . Quel est son ordre ?

2.6- Pour chaque entiern, donner la liste des sous-groupes deH dÕordren.

2.7- Les sous-groupes deH sont-ils tous distingu«es ? Le groupeH est-il commutatif ?
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3 Second problème (8 points)

Soit C le ÒrectangleÓ deR2 d«eÞni par

C = { (1, 2), (! 1, 2), (! 1, ! 2), (1, ! 2)} .

On note G le groupe des automorphismes lin«eaires deR2 qui pr«eserventC, cÕest-à-dire

G = { f " GL(R2), f (C) = C}.

3.1- DessinerC et montrer queG = { f " GL(R2), f (C) # C}.

3.2- On note s " GL(R2) lÕautomorphisme dont la matrice dans la base canonique de

R2 est
!

0 1/ 2
2 0

"
. Montrer que s " G.

3.3- On considère lÕaction naturelle deG sur C, d«eÞnie parf.c = f (c) pour tous f " G
et c " C (on ne demande pas de d«emontrer que cÕest une action). Montrer que cette
action est transitive.

3.4- On note G(1,2) le sous-groupe dÕisotropie de (1, 2). Montrer que |G(1,2)| = 2 et
expliciter les «el«ements deG(1,2).

3.5- Calculer lÕordre deG.

3.6- On note A = (1 , 2), B = ( ! 1, 2), C = ( ! 1, ! 2) et D = (1 , ! 2). On note

! : G $ S C

lÕhomomorphisme de groupes induit par lÕaction deG sur C. Calculer le noyau de! et
lÕimage des par ! . Montrer que lÕimage de! contient le groupe de Klein deS C, qui
en est le sous-groupe engendr«e par les produits de transpositions à supports disjoints.
On notera K ce groupe de Klein.

3.7- Le groupeG est-il isomorphe au sous-groupe deS C engendr«e parK et la trans-
position (B, D ) ? Est-il commutatif ?
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Examen Þnal : corrig«e succinct
1- Questions de cours
1.1- An est-il simple si, et seulement sin != 4.
1.2- La r«eponse est non. En e! et, un 5-cycle est une permutation paire. Ainsi, le groupe engendr«e
par les 5-cycles est inclus dansA9 ; il est donc di! «erent deS 9.
1.3- LÕapplicationx "# exp(2i ! x) est un homomorphisme de groupes (Q, +) # (U, $ ). Il est surjectif
et son noyau estZ. On conclut avec le premier th«eorème dÕisomorphisme.

2- Premier problème

2.1- Par le calcul, on trouve A2 = B 2 = %I . Donc A et B sont dÕordre 4. Les relationsBA = A3B =
%AB se montrent par le calcul.
2.2- Soit K = { ApB q, (p, q) & Z2} . On montre dÕabord que sip et q sont des entiers relatifs,ApB q =
(%1)pqB qAp, à partir de la relation AB = %BA (montrer dÕabord par r«ecurrence surn que An B =
(%1)n BA n si n est positif, puis par r«ecurrence surq que pour tout p positif, ApB q = ( %1)pqB qAp.
Pour passer aux n«egatifs, utiliserA! 1 = A3 et B ! 1 = B 3 : si p ' 0 et q ( 0, ApB q = A! 3pB q et on
est ramen«e au cas dÕexposants positifs ou nuls, ce qui donneApB q = ( %1)! 3pqB qA! 3p = ( %1)pqB qAp.
Idem pour les deux autres cas.
Soient maintenant p, p", q et q" dansZ. Alors, ApB qAp!

B q!
= ( %1)p! qAp+ p!

B q+ q!
= A2p! q+ p+ p!

B q+ q!
&

K . Par ailleurs, (ApB q)! 1 = B ! qA! p = ( %1)pqA! pB ! q = A2pq! pB ! q est «egalement dansK . On a
montr«e que K , qui est «evidemment non vide, est stable par mutiplication et par passage à lÕinverse :
cÕest un sous-groupe.
2.3- CommeA et B sont dansK (prendre respectivement (p, q) = (1 , 0) puis (p, q) = (0 , 1)), le groupe
H , engendr«e parA et B , est inclus dansK . Inversement, tout «el«ement deK sÕ«ecrit comme produit
de A, B , et de leurs inverses. DoncK est inclus dansH .
2.4- LÕinclusion) est «evidente. SoitAaB b & H où a et b sont des entiers relatifs. DÕaprès la question
pr«ec«edente, tout «el«ement deH sÕ«ecrit ainsi. Soientq, r & { 0, 1} et s, t & Z tels que a = 2s + q et
b = 2 t + r (division euclidienne par 2). Alors, AaB b = ( %1)st AqB r . Si on notep le reste de la division
euclidienne dest par 2, on obtient ainsi p, q, r & { 0, 1} tels queAaB b = ( %I )pAqB r .
En prenant toutes les valeurs dep, q, r & { 0, 1} , on obtient H = {± I, ± A, ± B, ± AB } . Comme AB
est distinct de ± I, ± A, ± B (calcul), cela montre que|H | = 8.
2.5- Puisque H est engendr«e parA et B , il su" t de montrer que BAB ! 1 & *A+ pour montrer que
*A+" B . Or, BAB ! 1 = BAB 3 = ( %1)3B.B 3A = %A = A3 & *A+. PuisqueA est dÕordre 4,|*A+| = 4.
2.6- Si n nÕest pas un diviseur de 8,H nÕa pas de sous-groupe dÕordren (th«eorème de Lagrange). Le
groupe trivial est le seul sous-groupe dÕordre 1 etH est son seul sous-groupe dÕordre 8. Restent les
sous-groupes dÕordre 2 ou 4. Dans la liste des «el«ements deH , seul %I est dÕordre 2 ; cela montre que
*%1+est le seul sous-groupe dÕordre 2 deH . Les sous-groupes dÕordre 4 sont*A+= {± I, ± A} , *B +et
*AB +.
2.7- Les sous-groupes dÕordre 4 sont dÕindice 2, donc distingu«es. Le sous-groupe dÕordre 2 est central,
donc distingu«e. Cela montre que tous les sous-groupes deH sont distingu«es dansH .
Pourtant, AB = %BA != BA : le groupeH nÕest pas ab«elien.
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3- Second problème
3.1- Si f ! GL(R2) v«eriÞe f (C) " C, puisque f est une bijection, lÕimage parf de C a exactement 4
«el«ements et est contenue dansC : cÕestC. Donc { f ! GL(R2), f (C) " C} " G. LÕautre inclusion est
«evidente.
3.2- Par le calcul, s(1, 2) = (1 , 2) ! C, s(# 1, 2) = (1 , # 2) ! C. Donc s ! G (inutile de calculer
s(# 1, # 2) ni s(1, # 2) puisques est lin«eaire : s(# x) = s(x) pour tout x ! R2).
3.3- Pour montrer que lÕaction est transitive, il su! t de montrer que tout «el«ement deC est lÕimage de
(1, 2) par (au moins) un «el«ement deG. On le montre au cas par cas:
(i) id(1 , 2) = (1 , 2) et id ! G (!!!) ;
(ii) s(1, 2) = (1 , # 2) dÕaprès la question3.2- ;
(iii) # id ! G (v«eriÞcation facile) et # id(1, 2) = ( # 1, # 2) ;
(iv) # s = # id .s ! G et # (s)(1, 2) = ( # 1, 2).
Donc lÕaction est transitive.

3.4- Si f ! G Þxe (1, 2), elle Þxe aussi (# 1, # 2) puisquÕelle est lin«eaire. Doncf Þxe aussi (# 1, 2) et
(1, # 2), ou les «echange. Dans tous les cas, puisque ((1, 2), (# 1, 2)) est une base deR2, tout f ! G
est d«etermin«ee par lÕimage de (# 1, 2). Ou bien f (# 1, 2) = f (# 1, 2) auquel casf = id. Ou bien
f (# 1, 2) = (1 , # 2) auquel casf = s. Ainsi, G(1 ,2) = { id, s} est dÕordre 2.

3.5- Puisque lÕaction nÕa quÕune orbite à 4 «el«ements et puisque le groupe dÕisotropie dÕun «el«ement de
cette orbite est dÕordre 2, la formule des classes montre que|G| = 4 $ 2 = 8.

3.6- Par d«eÞnition, ! (g)(c) = g.c pour tous g ! G et c ! C.
Si g ! ker(! ), alors g Þxe tous les «el«ements deC. Or g est lin«eaire etC contient une base deR2. Donc
g = id : g est injectif.
On a vu que s.A = A, s.B = D, s.C = C et s.D = B . Autrement dit, ! (s) est la transposition
(B, D ).
# id ! G et ! (# id) = ( A, C )(B, D ). Donc (A, C )(B, D ) ! im( ! ). Par ailleurs, lÕendomorphisme de

R2 dont la matrice dans la base canonique est
!

# 1 0
0 1

"
envoie A sur B et C sur D : il est dans

G et son image par! est (A, B )(C, D). Donc (A, B )(C, D) ! im( ! ). Ainsi, le groupe engendr«e par
(A, B )(C, D) et (A, C )(B, D ), qui est le groupe de KleinK , est contenu dans im(! ).

3.7- Puisque ! est injectif, il d«eÞnit un isomorphisme deG sur son image. Cette dernière est donc
un groupe dÕordre 8. Par ailleurs, im(! ) contient K et la transposition (B, D ). Donc elle contient le
groupe engendr«e parK et (B, D ) qui est dÕordre sup«erieur ou «egal à 8. Cela montre que im(! ) =
%K, (B, D )& ' G.
Ce groupe nÕest pas commutatif car (B, D ).(A, B )(C, D) = ( A, D, C, B ) alors que (A, B )(C, D).(B, D ) =
(A, B, C, D ).
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Examen Þnal (deux heures)

1 Questions de cours (6 points)

1.1 Donner la d«eÞnition dÕun sous-groupe distingu«e.

1.2 Enoncer le premier th«eorème dÕisomorphisme pour les groupes.

1.3 Prouver que le groupe quotient GL(n, C)/ SL(n, C) est isomorphe au groupe mul-
tiplicatif C! .

2 Problème (14 points)

On note GL(R2) le groupe des endomorphismes inversibles de lÕespace vectoriel r«eelR2.
On note G1 lÕensemble des droites vectorielles deR2. On considère lÕaction naturelle
de GL(R2) sur G1, d«eÞnie par

! g " GL(R2), ! D " G1, g áD = g(D)

(on ne demande pas de d«emontrer que cela d«eÞnit une action).

2.1 LÕaction naturelle de GL(R2) sur G1 est-elle transitive ?

2.2 On suppose quef " GL(R2) a la propri«et«e suivante : pour toutu " R2, il existe
! u " R tel que f (u) = ! uu.

2.2.1 Soit (u, v) une famille libre de vecteurs deR2. En calculant f (u + v) de deux
faücons, montrer que! u = ! v.

2.2.2 Soit (u, v) une famille li«ee de vecteurs deR2. En consid«erant un troisième
vecteur lin«eairement ind«ependant deu et v, montrer que! u = ! v.

2.2.3 D«eduire des questions pr«ec«edentes quef est unehomoth«etie vectorielle, cÕest-
à-dire quÕil existea " R! tel que f = a idR2 .

2.3 Soit " : GL(R2) # S G1 lÕhomomorphisme de groupes induit par lÕaction de GL(R2)
sur G1. Calculer le noyau de" .
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2.4 On note G2 lÕensemble form«e des couples de droites vectorielles distinctes deR2.
On considère lÕaction naturelle de GL(R2) sur G2, d«eÞnie par

! g " GL(R2), ! (D1, D2) " G2, g á(D1, D2) = ( g(D1), g(D2)).

Dire rapidement pourquoi cela d«eÞnit bien une action. Est-elle transitive ?

2.5 Si (D1, D2) " G2, on note Isot(D1, D2) le groupe dÕisotropie de (D1, D2) sous lÕaction
naturelle de GL(R2) sur G2. On note I = R(1, 0) et J = R(0, 1) les droites port«ees
par les vecteurs de la base canonique deR2. Montrer que pour tout (D1, D2) " G2, les
groupes Isot(D1, D2) et Isot(I, J ) sont conjugu«es dans GL(R2).

2.6 Montrer que le groupe Isot(I, J ) est le groupe des automorphismes deR2 dont la
matrice dans la base canonique deR2 est diagonale, et que ce groupe est isomorphe au
groupe multiplicatif produit R! # R! .

2.7 Montrer que pour tout (D1, D2) " G2, Isot(D1, D2) est isomorphe àR! # R! .

2.8 On note G3 lÕensemble form«e des triplets de droites vectorielles distinctes deR2.
On considère lÕaction naturelle de GL(R2) sur G3, d«eÞnie par

! g " GL(R2), ! (D1, D2, D3) " G3, g á(D1, D2, D3) = ( g(D1), g(D2), g(D3))

(on ne demande pas de v«eriÞer que cela d«eÞnit une action).

2.8.1 Montrer que si (D1, D2, D3) " G3, il existe v1 " D1 et v2 " D2 tels quev1 + v2

soit une base deD3.

2.8.2 Montrer que lÕaction naturelle de GL(R2) sur G3 est transitive.

2.8.3 Montrer que pour tout (D1, D2, D3) " G3, le groupe dÕisotropie de (D1, D2, D3)
pour lÕaction naturelle de GL(R2) est le groupe des homoth«eties vectorielles (voir la
question2.2.3 pour la d«eÞnition dÕune homoth«etie vectorielle).
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Examen
(deux heures)

1 Question de cours (3 points)

Soient A un anneau etB un sous-anneau deA. Donner la d«eÞnition dÕun «el«ement deA alg«ebrique
sur B . Donner un exemple dÕun nombre r«eel non rationnel alg«ebrique surQ (avec la preuve de son
alg«ebricit«e).

2 Exercice (5 points)

2.1 Soient G un groupe et Z (G) son centre. On suppose queZ (G) a un sous-groupeH tel que
le groupe-quotient G/H soit monogène. Montrer quÕil existeg ! G tel que G soit engendr«e par
H " { g} . En d«eduire queG est n«ecessairement ab«elien.

2.2 Soient p un nombre premier et G un groupe dÕordrep2. En consid«erant le quotient deG par
son centre, montrer queG est ab«elien. En d«eduire queG est isomorphe à Z/p 2Z ou au groupe
produit ( Z/p Z)2.

3 Problème (12 points)

Soit p un nombre premier. On note GL(2, Z/p Z) le groupe des matrices carr«ees 2# 2 à coe! cients
dans Z/p Z inversibles. On note SL(2, Z/p Z) son sous-groupe des matrices dont le d«eterminant
«egale 1.

3.1 Question de cours
D«emontrer que SL(2, Z/p Z) est un sous-groupe distingu«e de GL(2, Z/p Z) et que le groupe quotient
GL(2, Z/p Z)/ SL(2, Z/p Z) est isomorphe au groupe multiplicatif Z/p Z \ { 0} .

3.2 Question de cours
D«emontrer que lÕordre de SL(2, Z/p Z) «egalep(p2 $ 1).

3.3 Soit

U =
!"

1 a
0 1

#
, a ! Z/p Z

$
.

Montrer que U est un sous-groupe de SL(2, Z/p Z) et calculer son ordre.

3.4 U est-il cyclique ?

3.5 U est-il distingu«e dans SL(2, Z/p Z) ?

3.6 Montrer que U est un p-sous-groupe de Sylow de SL(2, Z/p Z). Calculer le nombre dep-sous-
groupes de Sylow de SL(2, Z/p Z).

3.7 Montrer que lÕaction par conjugaison de SL(2, Z/p Z) sur lÕensemble de sesp-sous-groupes de
Sylow induit un homomorphisme de groupes

! : SL(2, Z/p Z) % S p+1

où S p+1 d«esigne le groupe des permutations dep+1 objets. Combien cette action a-t-elle dÕorbites ?
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3.8 On note
I (U) =

!
g ! SL(2, Z/p Z), gUg! 1 = U

"

le groupe dÕisotropie deU sous lÕaction de SL(2, Z/p Z) d«eÞnie au3.7. Calculer lÕordre deI (U).

3.9 On note

D =
#$

x 0
0 1/x

%
, x ! Z/p Z \ { 0}

&
.

Le sous-ensembleD est-il un sous-groupe de SL(2, Z/p Z) ? Calculer son cardinal.

3.10 Montrer que I (U) contient le sous-groupe"D, U # de SL(2, Z/p Z) engendr«e parU et D . En
d«eduire queI (U) = "D, U #.

3.11 En calculant le noyau de! , montrer que le quotient SL(2, Z/p Z)/ {± I 2} est isomorphe à un
sous-groupe deS p+1 .

3.12 Montrer que SL(2, Z/ 2Z) $ S 3 et que SL(2, Z/ 3Z)/ {± I 2} $ A4 où A4 d«esigne le groupe des
permutations paires de 4 objets.
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UVSQ 2010/2011
Licence de sciences et technologie, sant«e
LSMA610 (groupes et g«eom«etries)
lundi 16 mai 2011

Corrig«e succinct de lÕexamen
2 Exercice
2.1 Soit g ! G tel que le quotient G/H soit engendr«e pargH. Alors, pour tout x ! G, il existe
n ! Z tel que xH = gn H . En particulier, x ! gn H . Cela montre queg et H engendrentG.
Comme H est central (H " Z (G)), g commute avec tout «el«ement deH . Puisque G est engendr«e
par g et H , il est commutatif.
2.2 Puisque G est un p-groupe, son centre nÕest pas r«eduit à{ 1} . Comme lÕordre deZ (G) divise
p2, le th«eorème de Lagrange assure que ce nombre vautp ou p2. Si |Z (G)| = p, le quotient G/Z (G)
est cyclique puisquÕil est dÕordre premierp ; dÕaprès la question2.1, cela entraöõne queG est ab«elien
et donc que|Z (G)| = |G| = p2 #= p, ce qui contredit lÕhypothèse|Z (G)| = p. Ainsi, |Z (G)| = p2,
ce qui signiÞe queG = Z (G) est ab«elien.
Si G contient un «el«ement dÕordrep2, il est cyclique, isomorphe àZ/p 2Z. Sinon, tous les «el«ements
de G \ { 1} sont dÕordrep ; soient alorsx ! G \ { 1} et y ! G tel que y.$x%engendre le groupeG/ $x%
qui est dÕordrep donc cyclique. Alors,G = $x, y%est isomorphe à (Z/p Z)2.

3 Problème
3.1 LÕapplication d«eterminant GL(2, Z/p Z) & Z/p Z \ { 0} est un homomorphisme surjectif de
groupes dont le noyau est SL(2, Z/p Z). Cela montre, dÕaprès le premier th«eorème dÕisomorphisme,
que SL(2, Z/p Z) est un sous-groupe distingu«e de GL(2, Z/p Z) et que le groupe quotient

GL(2, Z/p Z)/ SL(2, Z/p Z)

est isomorphe au groupe multiplicatif Z/p Z \ { 0} .
3.2. LÕordre de GL(2, Z/p Z) «egale (p2 ' 1)(p2 ' p) (question de cours, compter les bases). DÕaprès
la question 3.1, lÕordre de SL(2, Z/p Z) est donc (p2 ' 1)(p2 ' p)/ (p ' 1) = p(p2 ' 1).
3.3 Un calcul matriciel «el«ementaire montre que le produit et lÕinverse dÕ«el«ements deU sont encore
dans U. Comme U est non vide, cela montre queU est un sous-groupe de SL(2, Z/p Z).

Par ailleurs, lÕapplicationa ! Z/p Z (&
!

1 a
0 1

"
! U est «evidemment bijective (cÕest möeme un

isomorphisme de groupes), ce qui entraöõne que|U| = p.
3.4 U est cyclique car son ordre est un nombre premier.

5. Le calcul matriciel
!

0 ' 1
1 0

" !
1 a
0 1

" !
0 ' 1
1 0

" ! 1

=
!

1 0
a 1

"
montre que U nÕest pas

distingu«e dans SL(2, Z/p Z).
6. Puisque SL(2, Z/p Z) = p(p2 ' 1), les p-Sylow de SL(2, Z/p Z) sont dÕordrep. Comme U est un
sous-groupe dÕordrep de SL(2, Z/p Z), cÕen est unp-Sylow.
DÕaprès les th«eorèmes de Sylow, le nombren de p-Sylow de SL(2, Z/p Z) divise p(p2 ' 1) et est
congru à 1 modulo p : soit m ! N" tel que nm = p2 ' 1 (dÕaprès le th«eorème de Gau§,n divise
p2 ' 1 puisquÕil est premier avecp). Alors, m ) ' 1 [p]. En particulier, m * p ' 1. Par ailleurs,
n #= 1 car U, qui est un p-Sylow, nÕest pas distingu«e (ses conjugu«es sont aussi desp-Sylow) ; ainsi,
n * p+1 puisque n ) 1 [p]. Des in«egalit«esm * p' 1 et n * p+1 et de lÕ«egalit«enm = ( p' 1)(p+1)
on d«eduit quen = p + 1 (et que m = p ' 1).
7. LÕaction par conjugaison de SL(2, Z/p Z) sur lÕensembleS de sesp-sous-groupes de Sylow induit
un homomorphisme de groupes! : SL(2, Z/p Z) & S S + S p+1 .
Les p-Sylow sont tous conjugu«es (th«eorèmes de Sylow), ce qui signiÞe que cette action nÕa quÕune
seule orbite (elle est transitive).
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8. LÕunique orbite de lÕaction ap + 1 «el«ements. On en d«eduit que les groupes dÕisotropie ont tous
pour ordre |I (U)| = | SL(2, Z/p Z)|/ (p + 1) = p(p ! 1).
9. D est non vide, stable par produit et passage à lÕinverse (calcul «el«ementaire) : cÕest un sous-

groupe de SL(2, Z/p Z). LÕapplicationx " Z/p Z \ { 0} #$
!

x 0
0 1/x

"
" D est un isomorphisme

de groupes (calcul «el«ementaire, de nouveau). DoncD est un sous-groupe (cyclique) dÕordrep ! 1.
10. U est «evidemment dans son groupe dÕisotropieI (U). Par ailleurs, le calcul matriciel

!
x 0
0 1/x

" !
1 a
0 1

" !
x 0
0 1/x

" ! 1

=
!

1 ax2

0 1

"
" U

montre queD % I (U). PuisqueI (U) contient D et U, il contient le groupe &D, U ' quÕils engendrent.
Le groupe &D, U ' contient le sous-groupeU dÕordrep et le sous-groupeD dÕordrep ! 1. DÕaprès
le th«eorème de Lagrange, puisquep et p ! 1 sont premiers entre eux,|&D, U ' | est un multiple de
p(p ! 1) = |I (U)|. Comme I (U) contient &D, U ' , cela entraöõne queI (U) = &D, U ' .
11. Soit g " ker(! ). Alors, g stabilise (par conjugaison) tous lesp-Sylow de SL(2, Z/p Z). En
particulier, g est dansI (U) qui est form«e de matrices trigonales sup«erieures. En conjuguant comme
dans la question5, on obtient que g est aussi une matrice trigonale inf«erieure. En rassemblant ces
deux r«esultats, on conclut queg est une matrice diagonale de SL(2, Z/p Z), cÕest-à-dire un «el«ement

de D. Soit x " Z/p Z, x (= 0, tel que g =
!

x 0
0 1/x

"
. Alors, si t =

!
1 0
1 1

"
, le groupetUt ! 1 est

un p-Sylow de SL(2, Z/p Z). Ainsi, g le stabilise ce qui signiÞe quegtUt! 1g! 1 = tUt ! 1, cÕest-à-dire

que t! 1gt " I (U). Or, le calcul montre que t! 1gt =
!

x 0
! x + 1 /x 1/x

"
qui nÕest dansI (U) que

lorsque x = 1 ou x = ! 1 (I (U) nÕest form«e que de matrices trigonales sup«erieures).
Par ailleurs, I 2 et ! I 2 sont dans le noyau de! puisquÕelles sont dans le centre de SL(2, Z/p Z). On
a ainsi montr«e que ker(! ) = {± I 2} .
La propri«et«e universelle du quotient montre alors que! induit un homomorphisme injectif de
groupes! : SL(2, Z/p Z)/ {± I 2} $ S p+1 Le quotient SL(2, Z/p Z)/ {± I 2} est alors isomorphe à son
image qui est un sous-groupe deS p+1 .
12. Cas p = 2 : dans ce cas,I 2 = ! I 2 et ! est injectif. Comme | SL(2, Z/ 2Z)| = |S 3| = 6, ! est
un isomorphisme de groupes.
Cas p = 3 : dans ce cas,| SL(2, Z/ 3Z)/ {± I 2}| = 12 est isomorphe à un sous-groupe dÕordre 12
de S 4. Comme le seul sous-groupe dÕindice 2 deS 4 est A4 (th«eorème du cours), cela montre
lÕisomorphisme demand«e.
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UVSQ 2010/2011
Licence de sciences et technologie, sant«e
LSMA610 (groupes et g«eom«etries)
Mardi 21 juin 2011

Examen
(deux heures)

1 Question de cours (5 points)

1. QuÕest-ce quÕun polynöome sym«etrique ?

2. Soient n un entier naturel non nul et k ! { 1, . . . , n} . Donner la d«eÞnition du kième polynöome
sym«etrique «el«ementaire àn ind«etermin«ees.

3. Exprimer le second polynöome de Newton (somme des carr«es des ind«etermin«ees) en fonction des
polynöomes sym«etriques «el«ementaires.

2 Problème 1 (9 points)

Si G est un groupe, on appellecaractère de G tout homomorphisme de groupesG " C! .

1. Si ! 1 et ! 2 sont des caractères dÕun groupeG, montrer que lÕapplication

! 1! 2 : G #" C!

g $#" ! 1(g)! 2(g)

est encore un caractère deG et que lÕop«eration (! 1, ! 2) $" ! 1! 2 confère à lÕensemble des caractères
de G une structure de groupe. Dans toute la suite du problème, on notera!G le groupe des
caractères du groupeG.

2. Soient G un groupe,N un sous-groupe distingu«e deG et p : G " G/N la projection canonique.
Montrer que lÕapplication

!G/N #" !G
! $#" ! %p

est un homomorphisme injectif de groupes.

3. Montrer que !Z est isomorphe àC! .

4. Montrer que si un groupe est cyclique, il est isomorphe à son groupe des caractères.

5. Question de cours
On note K le sous-groupe de Klein du groupe sym«etriqueS 4. Donner une d«eÞnition deK . Quel
est lÕordre deK ? Est-il commutatif ?

6. On note A4 le sous-groupe deS 4 form«e de ses permutations paires. Calculer lÕordre du groupe
A4/K ; son groupe des caractères est-il cyclique ?

7. Montrer que "A4 nÕest pas le groupe trivial.

8. Question de cours
Soit n & 5 un entier naturel. Quels sont les sous-groupes distingu«es du groupe altern«eAn ?

9. Montrer que si n & 5, le groupe des caractères deAn est trivial.
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3 Problème 2 (6 points)

Soit G un groupe inÞni. On suppose queG contient un sous-groupeH di! «erent deG dont lÕindice
dans G est Þni.

1- On note n = [ G : H ]. Montrer que lÕaction deG par translation à gauche sur les classes à
gauche moduloH , d«eÞnie parx.yH = xyH pour tous x et y dans G, induit un homomorphisme
de groupes

! : G ! S n .

2- Montrer que ! nÕest pas injectif.

3- Montrer que
ker(! ) =

!

x ! G

xHx " 1

et en d«eduire que ker(! ) "= G.

4- Montrer que G nÕest pas simple.
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UVSQ 2011/2012
Licence de sciences et technologie, sant«e
LSMA510 (combinatoire), L3 math«ematiques et L3 informatique
Jeudi 29 mars 2012

Examen partiel (une heure et demie)

1 Question de cours (4 points)

1- Donner un exemple dÕun sous-groupenon distingu«e (en justiÞant quÕil ne lÕest pas).

2- D«emontrer soigneusement que les groupesC/ Z et C! sont isomorphes.

2 Problème 1 (5 points)

1- Question de cours
Dans le groupe sym«etriqueS 5, quel est lÕinverse du 5-cycle (12345) ? Calculer le produit
(123)(12345).

2- Montrer que pour tout entier naturel n ! 5, le groupe altern«eAn est engendr«e par ses
5-cycles.

3- Soient ! = (1234)(5678) et " " S 8. Montrer que le conjugu«e" !" " 1 est un produit de deux
4-cycles à supports disjoints.

4- On appelle permutation (4, 4) tout produit de deux 4-cycles à supports disjoints. D«emontrer
que sin ! 8, le sous-groupe deS n engendr«e par les permutations (4, 4) est le groupe altern«eAn .

3 Problème 2 (5 points)

Pour tout entier naturel non nul n, on note GL(n, C) le groupe des matrices carr«ees 2# 2 à
coe! cients complexes inversibles et SL(n, C) son sous-groupe des matrices dont le d«eterminant
«egale 1.

1- Montrer que lÕapplication

f : C! # SL(n, C) $% GL(n, C)
(z, A) &$% zA

est un homomorphisme de groupes.

2- Calculer lÕimage def .

3- Montrer que le noyau de f est isomorphe au groupeUn des racinesnièmes complexes de
lÕunit«e.

4- Montrer que C! # SL(n, C) contient un sous-groupe distingu«eH isomorphe à Un tel que
GL(n, C) soit isomorphe au groupe quotientC! # SL(n, C)/H .
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4 Problème 3 (6 points)

Soient n un entier naturel impair et G un groupe Þni dÕordre 2n.

LÕobjet du problème consiste à montrer queG contient n«ecessairement un sous-groupe distingu«e
dÕordren.

1- On note 1 le neutre deG. Soit E = { x ! G, x2 "= 1 } . Montrer que pour tout x ! G,

x ! E =# x! 1 ! E.

En d«eduire successivement que le cardinal deE est un nombre pair, que le cardinal deG \ E
est «egalement pair, et enÞn queG contient au moins un «el«ement dÕordre 2.

2- Soit z un «el«ement dÕordre 2 deG. On note

! : G $% G
x &$% zx.

Montrer que ! est une permutation dÕordre 2 sans point Þxe deG et calculer sa signature.

3- On note S G le groupe des permutations deG. Soit ! : G $% S G lÕapplication d«eÞnie par :

' y ! G, ' x ! G, ! (y)(x) = yx.

Question de cours : montrer que ! est un homomorphisme de groupes.
QuÕest! (z) ?

4- On note f = " ( ! : G $% { $ 1, 1} , où " d«esigne la signature. Montrer quef est surjectif.
En d«eduire queG contient un sous-groupe distingu«e dÕordren.
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UVSQ 2010/2011
Licence de sciences et technologie, sant«e
LSMA510 (combinatoire), L3 math«ematiques et L3 informatique
Jeudi 29 mars 2012

Corrig«e succinct du partiel

1 Problème 1

1- (12345)! 1 = (15432) et (123)(12345) = (13452).
2- On d«eduit de 1- que (123) = (13452)(15432). Quitte à renum«eroter, cela montre que tout
3-cycle deAn est un produit de deux 5-cycles dès lors quen ! 5. Comme les 3-cycles engendrent
An , cela su! t à montrer que les 5-cycles lÕengendrent «egalement.
3- DÕune part,! "! ! 1 = ( ! (1234)! ! 1)( ! (5678)! ! 1). DÕautre part, le conjugu«e dÕun 4-cycle est
encore un 4-cycle (formule de conjugaison des cycles). Ainsi! "! ! 1 est-il un produit de deux
4-cycles.
4- Soit H le sous-groupe deS n engendr«e par les permutations (4, 4). Comme les permutations
(4, 4) sont paires, H est un sous-groupe deAn , non trivial. Par ailleurs, le 3- montre que H est
un sous-groupe distingu«e dansS n , donc dansAn . Mais puisquen ! 5, An est un groupe simple.
Donc H = An .

2 Problème 2

1- f (z, A)f (z", A") = ( zA)(z"A") = zz"AA " = f (zz", AA ") (notations «evidentes). Donc f est un
homomorphisme de groupes.
2- im( f ) = GL( n, C). En e" et, soient P " GL(n, C) et d = det( P) " C#. Soit alors z " C# tel que
zn = d (un tel z existe car le corps des nombres complexes est alg«ebriquement clos). Soit alors
A = z! 1P. Clairement, det(A) = det( z! 1P) = z! n det P = 1, ce qui montre que A " SL(n, C).
EnÞn, f (z, A) = P, cÕest fait exprès.
3- ker(f ) = { (z, A) " C# # SL(n, C), zA = I n } . Soit (z, A) " ker(f ). Alors, z est une racineni ème

de lÕunit«e puisque 1 = det(zA) = zn det(A) = zn . Par ailleurs, A = z! 1I n . On a ainsi montr«e que
(z, A) " ker(f ) =$ z " Un et A = 1

z I n . Inversement, siz " Un , il est clair que (z, z! 1I n ) " ker(f ).
Bref, ker(f ) =

!"
z, z! 1I n

#
z " Un

$
.

Par cons«equent, lÕimage de lÕapplication# : z " Un %&'
"
z, z! 1I n

#
" C# # SL(n, C) «egale ker(f ).

Par ailleurs, on v«eriÞe facilement que# est un homomorphisme injectif de groupes. Au bout du
compte, # d«eÞnit un isomorphisme de groupes entreUn et ker(f ).
4- Soit H = ker( f ) $ C# # SL(n, C). Puisque f est surjectif, le premier th«eorème dÕisomorphisme
pour les groupes montre quef se factorise en un isomorphisme de groupes entre GL(n, C) et le
quotient C# # SL(n, C)/H . EnÞn, le 3- montre que H est isomorphe àUn .

3 Problème 3

1- Pour tout x " G, x2 = 1 ($ (x! 1)2 = 1 ; ainsi, x " E ($ x! 1 " E . On en d«eduit que chaque
fois quex " E , on a simultan«ementx! 1 " E et x )= x! 1 : les «el«ements deE se comptent par deux,
ce qui prouve que le cardinal deE est pair (pour une preuve plus formelle, on peut par exemple
consid«erer lÕapplicationx %' x! 1 comme une permutation deE, involutive et sans point Þxe : sa
d«ecomposition en produit de cycles à supports disjoints est un produit de transpositions dont la
r«eunion des supports estE ; cela prouve la parit«e du cardinal deE).
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Puisque F = G \ E a 2n ! Card(E) «el«ements, son cardinal est «egalement pair. Par ailleurs,F
contient exactement 1 et tous les «el«ements dÕordre 2 deG ; par cons«equent, puisque son cardinal
est pair, F contient un «el«ement di! «erent de 1, cÕest-à-dire un «el«ement dÕordre 2 deG.
2- ! est une bijection deG sur G dont la r«eciproque estx "# z! 1x (v«eriÞcation imm«ediate) : cÕest
bien une permutation de G.
Un pont Þxe de! est un «el«ement dex de G tel que zx = x. En multipliant cette «egalit«e par x! 1

à droite, cela implique que z = 1 ce qui nÕest pas. Ainsi,! nÕa pas de point Þxe.
EnÞn, ! 2 = id G. Ainsi, ! est une permutation dÕordre 2 (une involution) qui nÕa pas de point
Þxe : sa d«ecomposition en produit de cycles à supports disjoints est un produit de|G|/ 2 = n
transpositions. En particulier, sa signature est (! 1)n = ! 1 puisquen est impair.
3- Par d«eÞnition de! et de " , il vient imm«ediatement que " (z) = ! .
4- Comme compos«e de deux homomorphismes de groupes,f est lui-möeme un homomorphisme de
groupes. Puisque la signature de! est ! 1, f (z) = ! 1. Ainsi, ! 1 est dans lÕimage def ce qui su# t
à prouver que f est surjectif. Alors, le noyau def est un sous-groupe distingu«e deG dont lÕordre
est |G|/ 2 = n.
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UVSQ 2011/2012
Licence de sciences et technologie, sant«e
LSMA610 (algèbre et g«eom«etries), L3 math«ematiques
Jeudi 24 mai 2012

Examen (deux heures)

1 Question de cours (4 points)

1- Soit G un groupe agissant sur un ensembleX . D«emontrer que pour tout x ! X et pour tout
g ! G, les sous-groupes dÕisotropie dex et de g.x sont conjugu«es.

2- Donner un exemple dÕaction transitive dÕun groupe sur un ensemble inÞni.

2 Problème 1 (6 points)

On dit quÕun groupe est̀a engendrement Þni lorsquÕil admet un système g«en«erateur Þni.
Autrement dit, un groupe ! est à engendrement Þni lorsquÕil existe une partie Þnie de! qui
engendre! .

LÕobjet de ce problème est de montrer quÕun sous-groupe dÕun groupe à engendrement Þni nÕest
pas n«ecessairement à engendrement Þni.

1- Soit G le sous-ensemble de GL(2, R) d«eÞni par

G =
!"

2n p
2q

0 1

#
, (n, p, q) ! Z3

$
.

Montrer que G est un sous-groupe de GL(2, R).

2- Si m et p sont des entiers relatifs, calculer
"

2m 0
0 1

# "
1 p
0 1

#
et

"
1 p
0 1

# "
2m 0
0 1

#
.

Montrer soigneusement que le groupeG est engendr«e par les deux matrices
"

2 0
0 1

#
et

"
1 1
0 1

#
.

3- On note

Z
%

1
2

&
=

' p
2q , (p, q) ! Z2

(
.

Montrer que Z
)

1
2

*
est un sous-groupe additif deR qui nÕest pas à engendrement Þni.

4- Soit H le sous-groupe deG d«eÞni par

H =
!"

1 p
2q

0 1

#
, (p, q) ! Z3

$

(on ne demande pas de montrer queH est un sous-groupe deG).
D«emontrer queH est isomorphe àZ

)
1
2

*
. En d«eduire queH nÕest pas à engendrement Þni.
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3 Problème 2 (10 points)

Soit SL(2, Z/ 37Z) le groupe multiplicatif des matrices carr«ees de dimension deux à coe! cients
dans Z/ 37Z dont le d«eterminant vaut 1. On note I 2 lÕ«el«ement neutre de SL(2, Z/ 37Z).

1- JustiÞer rapidement pourquoi lÕanneauZ/ 37Z est un corps.

2- Question de cours : montrer que lÕordre de SL(2, Z/ 37Z) «egale 36! 37! 38.

3- On note

D =
!"

x 0
0 1/x

#
, x " Z/ 37Z, x #= 0

$
.

Montrer que D est un sous-groupe de SL(2, Z/ 37Z) et que lÕapplication

x $%
"

x 0
0 1/x

#

d«eÞnit un isomorphisme de groupes entre le groupe multiplicatifZ/ 37Z \ { 0} et D .

4- Question de cours : pourquoi le groupe multiplicatif Z/ 37Z \ { 0} est-il cyclique ?

5- Combien le groupeD contient-il de sous-groupes dÕordre 9 ?

6- Quel est lÕordre des 3-Sylow de SL(2, Z/ 37Z) ? Montrer que SL(2, Z/ 37Z) contient un
3-Sylow cyclique. Les 3-Sylow de SL(2, Z/ 37Z) sont-ils tous cycliques ?

7- Montrer que { &I 2, I 2} est un sous-groupe distingu«e de SL(2, Z/ 37Z). Dans toute la suite,
on note G le groupe quotient

G = SL(2 , Z/ 37Z)/ { &I 2, I 2} .

8- Quel est lÕordre deG ? Quel est lÕordre des 3-Sylow deG ?

9- A lÕaide de la question8-, montrer que les 3-Sylow deG sont cycliques.

[On peut montrer, plus g«en«eralement, que sip est un nombre premier sup«erieur ou «egal à5, les
3-Sylow dePSL(2, Z/p Z) = SL(2 , Z/p Z)/ { &I 2, I 2} sont toujours cycliques.]
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LSMA610 (algèbre et g«eom«etries), L3 math«ematiques
Jeudi 24 mai 2012

Corrig«e succinct de lÕexamen

1 Question de cours

2- Par exemple, le groupe (Z, +) agit transitivement sur lui-möeme par translation (cette action
est d«eÞnie parn.m = n + m). Une autre exemple : GL(R2) agit transitivement sur les vecteurs
non nuls du plan (pour lÕaction naturelle).

2 Problème 1

1- DÕune part,
!

2n p
2q

0 1

" !
2m r

2s

0 1

"
=

!
2n + m r 2n + q + p2s

2s + q

0 1

"
! G et dÕautre part

!
2n p

2q

0 1

" ! 1

=
!

2! n ! p
2q+ n

0 1

"
! G. Donc G est un sous-groupe de GL(2, R).

2-
!

2m 0
0 1

" !
1 p
0 1

"
=

!
2m p2m

0 1

"
et

!
1 p
0 1

" !
2m 0
0 1

"
=

!
2m p
0 1

"
. On note

D =
!

2 0
0 1

"
et J =

!
1 1
0 1

"
. Soit G" le groupe engendr«e parD et J . CommeD et J sont

dans G (facile), G " G". Par ailleurs, le calcul pr«ec«edent montre que pour tousn, p, q ! Z,
!

2n p
2q

0 1

"
= D ! qJ pD n + q ! G".

Cela montre queG # G".

3- DÕune part, p
2q + r

2s = p2s + r 2q

2q+ s ! Z
#

1
2

$
; dÕautre part,$ p

2q = ! p
2q ! Z

#
1
2

$
. Donc Z

#
1
2

$
est un

sous-groupe de (R, +).
Soit A = { p1

2q1 , . . . , pN
2qN } une partie Þnie deZ

#
1
2

$
, où N est un entier naturel non nul. Soit alors

q = max { q1, . . . , qN } . Alors, le nombre rationnel 1
2q+1 ! Z

#
1
2

$
mais il nÕest pas une combinaison

lin«eaire à coe! cents entiers des pk
2qk car son num«erateur est trop grand : 1

2q+1 nÕest pas dans le
sous-groupe engendr«e parA. Cela montre queZ

#
1
2

$
nÕest pas à engendrement Þni.

4- LÕapplicationx ! Z
#

1
2

$
%$&

!
1 x
0 1

"
! H est un isomorphisme deZ

#
1
2

$
sur H (v«eriÞcation

imm«ediate). CommeZ
#

1
2

$
nÕest pas à engendrement Þni,H non plus.

3 Problème 2

1- Z/ 37Z est un corps car 37 est un nombre premier.

2- Question de cours. LÕordre de GL(2, Z/ 37Z) est (372$ 1)(372$ 37) et puisque SL(2, Z/ 37Z)
est le noyau du d«eterminant,| SL(2, Z/ 37Z)| = (37 2 $ 1)(372 $ 37)/ (37 $ 1) = 36 ' 37 ' 38.
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3- Pour tout x ! Z/ 37Z \ { 0} , soit d(x) =
!

x 0
0 1/x

"
. Puisque detd(x) = 1, D est une partie

non vide de SL(2, Z/ 37Z). En outre, si x et y sont dansZ/ 37Z \{ 0} , un calcul imm«ediat montre
que d(x)d(y) = d(xy) et que d(x)! 1 = d(1/x ). Cela montre à la fois que D est un sous-groupe
de SL(2, Z/ 37Z) et que d : Z/ 37Z \ { 0} & SL(2, Z/ 37Z) est un homomorphisme de groupes.
En outre, im(d) = D par d«eÞnition deD. EnÞn, le noyau ded est «evidemment trivial, ce qui
achève de d«emontrer qued est un isomorphisme de groupes entreZ/ 37Z \ { 0} et D .

4- Question de cours. PuisqueZ/ 37Z est un corps Þni, son groupe multiplicatif est cyclique,
dÕordre 36.

5- PuisqueD est isomorpheàZ/ 37Z \{ 0} , il est «egalement cyclique dÕordre 36. Comme 9 divise
36, on en d«eduit queD contient un unique sous-groupe dÕordre 9 (qui est son unique 3-Sylow,
par ailleurs).

6- Puisque 36' 37 ' 38 = 32 ' q où q est un entier qui nÕest pas multiple de 3, les 3-
Sylow de SL(2, Z/ 37Z) sont dÕordre 9. Ainsi, le sous-groupe dÕordre 9 deD est un 3-Sylow
de SL(2, Z/ 37Z). Comme tout sous-groupe dÕun groupe cyclique est cyclique, ce 3-Sylow est
«egalement cyclique. EnÞn, puisque les 3-Sylow sont tous conjugu«es, ils sont isomorphes et donc
«egalement cycliques.

7- { $ I 2, I 2} est un sous-groupe central et donc distingu«e de SL(2, Z/ 37Z).

8- |G| = 1
2 | SL(2, Z/ 37Z)| = 18 ' 37 ' 38 et, là encore, les 3-Sylow deG sont dÕordre 9.

9- Soient p : SL(2, Z/ 37Z) & G la projection canonique et S un 3-Sylow de SL(2, Z/ 37Z).
Comme $ I 2 est dÕordre 2, il nÕest pas dansS. Ainsi, la restriction de p à S est-elle injective,
ce qui montre quep(S) est un sous-groupe dÕordre 9 deG isomorphe à S, autrement dit un
3-Sylow cyclique deG. Les 3-Sylow deG sont donc «egalement cycliques.
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Examen (deux heures)

1 Question de cours (4 points)

1- Enoncer la propri«et«e universelle du quotient pour les groupes.

2- Donner la d«eÞnition dÕune actiontransitive dÕun groupe sur un ensemble ainsi quÕun exemple
argument«e dÕaction transitive dÕun groupe sur lÕensembleC des nombres complexes.

2 Problème 1 (6 points)

Si F (X 1, X 2, X 3, X 4) est une fraction rationnelleà coe! cients rationnelsà quatre ind«etermin«ees
X 1, X 2, X 3 et X 4 et si ! ! S 4, on note

! .F (X 1, X 2, X 3, X 4) = F
!
X ! (1) , X ! (2) , X ! (3) , X ! (4)

"
.

Cela d«eÞnit une action à gauche du groupeS 4 sur le corps des fractions rationnelles (on ne
demande pas de d«emontrer cela).

On note B la fraction rationnelle birapport, d«eÞnie par

B (X 1, X 2, X 3, X 4) =
X 3 " X 1

X 3 " X 2
#

X 4 " X 2

X 4 " X 1
=

X 3 " X 1

X 3 " X 2
X 4 " X 1

X 4 " X 2

.

1- Question de cours
Donner la d«eÞnition du sous-groupe de Klein deS 4. On le notera K.

2- Montrer que K est un sous-groupe du groupe dÕisotropie deB (X 1, X 2, X 3, X 4) pour lÕaction
de S 4 d«eÞnie ci-dessus.

3- En consid«erant lÕaction des transpositions (12), (13) et (14) ainsi que celle des 3-cycles (124)
et (142), montrer que lÕorbite deB = B (X 1, X 2, X 3, X 4) sous lÕaction deS 4 contient les cinq
autres fractions distinctes

1
B

,
B

B " 1
, 1 " B ,

1
1 " B

, 1 "
1
B

.

4- En justiÞant soigneusement, calculer le groupe dÕisotropie et lÕorbite deB (X 1, X 2, X 3, X 4)
sous lÕaction deS 4.
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3 Problème 2 (10 points)

On note SL(2, Z) le groupe multiplicatif des matrices carr«ees de dimension 2à coe! cients entiers
relatifs et de d«eterminant 1. On noteS et J les deux «el«ements suivants de SL(2, Z) :

S =
!

0 1
! 1 0

"
et J =

!
1 1
0 1

"
.

1- Calculer Sn et J n pour tout n " Z.

2- Soit A =
!

a c
b d

"
" SL(2, Z), tel que b #= 0.

Montrer quÕil existeq " Z tel que J qA soit de la forme
!

a! c!

b d!

"
où a!, c! et d! sont des entiers

tels que 0$ a! $ |b| ! 1.

3- Soit A =
!

a c
b d

"
" SL(2, Z), tel que b #= 0 et |a| $ |b| ! 1. Existe-t-il q " Z tel que SqA

soit de la forme
!

b c!

! a d!

"
où c! et d! sont des entiers ?

4- Montrer que pour tout A " SL(2, Z), il existe P dans le sous-groupe engendr«e parS et J tel
que PA soit une puissance deJ .

[On pourra remarquer en le justiÞant que si
!

a c
b d

"
" SL(2, Z), alors a et b sont premiers

entre eux.]

5- D«eduire des questions pr«ec«edentes queS et J engendrent le groupe SL(2, Z).

6- Soit N un nombre entier naturel. On note SL(2, Z/N Z) le groupe multiplicatif des matrices
carr«ees de dimension 2 à coe! cients dansZ/N Z et de d«eterminant 1. Montrer avec soin que si
x d«esigne la classe moduloN de lÕentierx, lÕapplication

R : SL(2, Z) !% SL(2, Z/N Z)!
a c
b d

"
&!%

!
a c
b d

"

est un homomorphisme de groupes.

7- En utilisant et en adaptant la question 5-, montrer que R est surjectif (on pourra montrer
que R(S) et R(J ) engendrent SL(2, Z/N Z)).

8- On note

" (N ) =
#!

a c
b d

"
" SL(2, Z), a ' d ' 1 [N ] et b ' c ' 0 [N ]

$
.

Montrer que " (N ) est un sous-groupe distingu«e de SL(2, Z) et que le quotient SL(2, Z)/ " (N )
est un groupe Þni.

9- Si p est un nombre premier, calculer lÕordre du groupe quotient SL(2, Z)/ " (p).
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