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Cours en bref

Introduction : paradoxe des anniversaires ; compter les arbres binaires planaires et
enracinés 1, 2, 3, 4 nceuds internes, noter la série génératrice ordinaire, décomposer la

classe combinatoire, équation fonctionnelle, forme close de la série C(T) = 1=y 14T w,
2n .
forme close des nombres de Catalan n%rl ( n (sans preuve, les premiers sont 1, 2,

5, 14) ; un exemple de coloriage (existence d’un chemin partant du centre d’un cube
subdivisé en 27) ?
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1 Dénombrements

1.1 Eléments sur les cardinaux

Définition : deux ensembles sont équipotents lorsqu’ils sont en bijection ; réflexivité,
symétrie et transitivité (rappels sur injection, surjection, bijection s’il faut). Définition
d’une ensemble infini (équipotent & une partie propre). Un ensemble est dénombrable
lorsqu’il est équipotent a N ; un ensemble a le cardinal du continu lorsqu’il est
équipotent a R.

Exercice : soit Y C X ;si Y est infini, alors X est infini. Enoncer la contraposée.
Exemples : 1- N est infini (n — n + 1 est bijective, réciproque est n — n — 1).

2- R et ]0, 1] sont équipotents (bijection x — 1/(14e~%), trois preuves : par l'analyse,
strictement croissante (dérivée) donc injective, limites et théoréme des valeurs in-
termédiaires donc surjective ; preuve par le calcul de I'injectivité et de la surjectivité ;
réciproque explicite donnée par la résolution de I’équation posée par la question de la
surjectivité).

3- N et Z sont équipotents (dessiner d’abord, puis expliciter n — n/2 si n est pair,
n— —(n+1)/2 si n est impair ; réciproque explicite n — 2nsin > 0et n+— —1—2n
sin <1). Dessin et calcul : deux niveaux de preuve. Commenter.

4- N et N2 sont équipotents (dessin sans expliciter la bijection correspondante).

5- R n’est pas dénombrable (argument de la diagonale de Cantor qui montre que
10,1 n’est pas dénombrable : si (z,),>1 est une partie dénombrable de 10, 1], soit
Ty = 0,0,101204,3 - .. le développement décimal propre de z,, ; on construit le nombre
x = 0,b1bs ... ou les b, sont ainsi définis : b, = 1 si ap, # 1 et b, = 2 si ay, = 1.
Alors, le nombre non décimal z n’égale aucun z,, puisque, pour tout n, la ni®™e
décimale de = n’est pas celle de x,,. En passant, si z n’est pas décimal et y réel, il
suffit que z et y different d’une décimale pour qu’ils soient distincts).

Exercices : 1- si a, b, ¢, d sont des réels tels que a < b et ¢ < d, alors [a,b] et [c,d]
sont équipotents. De méme, [a,b] N Q et [¢,d] N Q sont équipotents.

2- 7 et Z? sont équipotents.

Proposition 1 Soient X, Y, Z des ensembles tels que
1- il existe des applications injectives X —Y et Y — Z ;
2- X et Z sont équipotents.

Alors, X, Y et Z sont équipotents.

PREUVE. Admis (théorie des ensembles). [ |

Exemples : 1- Q est dénombrable (en effet, Z C Q et r = N,./D, — (N,, D,) est une
injection Q — Z? si N,./D,. est la fraction irréductible égale & r (on met les signes au
numérateur, par exemple)).

2- Hypothése du continu : si X est un ensemble tel que N C X C R, alors X est
dénombrable ou X a le cardinal du continu. Cette assertion est indécidable dans la
théorie “ordinaire” des ensembles (logique).
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Cardinaux des ensembles finis

Proposition 2 5i X est un ensemble fini non vide, il existe un unique entier naturel
n tel que X et {1,...,n} soient équipotents.

PREUVE. Admis, vient de la définition des entiers naturels, logique et théorie des
ensembles. ]

Définition : le cardinal d’un ensemble fini non vide X est 'unique entier n > 1 tel que
X et {1,...,n} soient équipotents. On note #(X) ou Card(X) ou |X|. Le cardinal
de I’ensemble vide est 0.

Proposition 3 (Propriétés élémentaires des cardinaux finis)

1- (Principe additif) Si A et B sont des parties disjointes d’un méme ensemble fini,
AU B est fini et #(AU B) = #(A) + #(B).

2- (Principe multiplicatif) Si X et Y sont des ensembles finis, X X Y est fini et
B(X X V) = #(X) x #(Y).

3- S’il existe une injection X — 'Y et siY est fini, alors X est fini et #(X) < #(Y).
4- Sl existe une surjection X —Y et si X est fini, alors Y est fini et #(X) > #(Y).

PREUVE. Admis. Ces propriétés viennent des définitions des entiers naturels, de la
relation d’ordre sur N, de I'addition et de la multiplication des entiers. Elles sont du
ressort de la logique et théorie des ensembles. [ ]

Proposition 4 Soient X etY des ensembles finis de méme cardinal et f : X — Y
une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes : f est injective ; f est
surjective ; f est bijective.

PREUVE. Si f est injective, elle définit une bijection de X sur f(X) ; ainsi, f(X) est
une partie de Y dont le cardinal égale celui de Y, d’ou Y = f(X) puisque Y est fini.
Si f est surjective, soit y € Y ; alors, f définit encore une surjection de X \ f~1(y)
sur Y\ {y}. Ainsi, #X —#f~1(y) > #Y — 1, qui entraine que #f~1(y) < 1. Sachant
que f est surjective, cela impose que f~1(y) est un singleton. |

Exemple : si m et n sont des nombres entiers naturels étrangers, ’homomorphisme
de groupes additifs Z/mnZ — Z/mZ x Z/nZ induit par le produit des surjections
canoniques est injectif (lemme d’Euclide), done bijectif. C’est une preuve du théoreme
chinois.

1.2 Premiers dénombrements

e Par récurrence, le cardinal d’une union disjointe finie d’ensembles finis est la somme
des cardinaux. Application fréquente : lorsqu’un ensemble fini est muni d’une relation
d’équivalence, son cardinal est la somme des cardinaux des orbites (i.e. des classes
d’équivalence).
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e Par récurrence, le cardinal d’un produit fini d’ensembles finis est le produit des
cardinaux. Exemple : le nombre de diviseurs positifs de pi* ...p¢m est [], (ar + 1)
(on utilise 'existence et I'unicité de la décomposition d’un entier en produit de facteurs
premiers).

e Si A et B sont des parties d’'un méme ensemble, alors |[AU B| = |A|+ |B|—|AN B
(dt au fait que AU B est 'union disjointe de A et de B\ A =B\ AN B).

Proposition 5 (formule du crible, ou d’inclusion-exclusion) Soient X un en-
semble, K un ensemble fini et (Ag)rex un famille de parties de X. Si J C K, on
note Ay = ;e Aj i J # 0. Alors,

U Al= > YA =) 1Al - YD A N Ak |+
k

keK JCK, J#£D {k1,ka},k1#k2

PREUVE. Par récurrence sur le cardinal de K. Si |K| = 2, c’est la formule ci-
dessus. Si |K| > 2, on isole un élément k € K, on note K’ = K \ {k} et on
applique la formule du cardinal de l'union de deux parties : |Jx Ax| = |Ax U
Ug Akl = |Acl + |Ugr Ax| — |Ax N Ug Axl|. Par récurrence (deux fois), ce nombre
égale |A,| + Z@¢JgK/(_1)|JI71|AJ| = [Urer Ax N Ai| = Z@#JQK’(_1)|J|71|AJ| -
Swescx (CDYNAL =3 ek sup(=DVITH A u

Exemple : combien de nombres < 60 sont-ils pairs ou divisibles par 3 7

Exercices : 1- combien d’entiers < 300 ne sont-ils multiples de 2 ni de 3 ni de 7 7

2- En passant par les complémentaires, écrire et prouver une formule d’inclusion-
exclusion pour le cardinal d’une intersection.

3- Crible d’Erathostene (Comtet p.178) :

Lvn]
n n n
7(n)—m(v/n) =n—1— Z LJJF Z L J (=1Ll \‘J .
k=1 Pk 1<ky <ka<|v7) Pk1Pks P1---Plym)

e Le cardinal d’un ensemble fini muni d’une relation d’équivalence est la somme
des cardinaux des orbites (partition et cardinal d’une union disjointe). Théoréme
des bergers : si X est fini et si les fibres de X — Y ont toutes le méme cardinal
¢, alors #(X) = ¢#(Y) (comme Dapplication est surjective, les fibres forment une
partition de X qui est celle de la relation d’équivalence “avoir méme image” ; #X =
Zer #fY(y) = c#Y). De nombreuses application en théorie des groupes finis.

o Coincements d’entiers ou principe des tiroirs (de Dirichlet) : si (Ag)1<kr<n est une
partition d’un ensemble fini X et si #X > n + 1, alors il existe k € {1,...,n} tel
que #A; > 2. Preuve : les Ay sont non vides ; si tous sont des singletons, X a n
éléments. Exemple : si 'on prend n + 1 entiers, il en existe deux dont la différence
est un multiple de n (il n’y a que n restes modulo n).
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1.3 Les grands classiques
1.3.1 Nombres d’applications
On note F(X,Y) 'ensemble des applications de X dans Y.

Lemme 1 sip: X — {1,...,p} et : Y — {1,...,n} sont des bijections, l’application
fr>ofopt estune bijection F(X,Y) — F({1,...,p},{1,...,n}).

PREUVE. Expliciter la réciproque. [ |

Proposition 6 5i X etY sont des ensembles finis non vides de cardinauz respectifs
p et n, ’ensemble des applications de X dans Y est un ensemble fini de cardinal nP.

PREUVE. Le prouver pour X = E, := {1,...,p} et Y = E,, suffit & cause du lemme.
Premiere approche en termes de choix pour I'image de 1, de 2, etc en invoquant le
principe multiplicatif. On le montre avec rigueur (c’est pas tous les jours féte). On
note ap , le cardinal de F(E,, E,) ; pour p = 1 et pour tout n > 1, F(Ey, E,,) = Ey,
f > f(1) est une bijection (exo) donc a1, = n. Sip > 2, F(E,, E,) = F(Ey_1,E,) X
En, = (fig,_., f(p)) est une bijection (exo, elle est injective et surjective). On en
déduit que ap,, = nap_1,, pour tout p > 2 et n > 1. Par récurrence sur p, on en
déduit que a, ., = n? pour tout n > 1. [ |

Au dela de cette rigueur, sur le fond, une application de E, dans E,, est un p-uplet
d’éléments de E,,, d’ou le résultat via le cardinal d’un produit. Ce dernier type de
point de vue nous suffira souvent.

1.3.2 Nombre de parties d’un ensemble fini

Proposition 7 Le nombre de parties d’un ensemble fini a n éléments est 2™.

PREUVE. Voir une partie comme une application de ’ensemble dans {0, 1} (sa fonction
caractéristique). [ |

En passant, le nombre de parties d’'un ensemble X n’est jamais équipotent a X. En
effet, si f : X — P(X) est une application, soit A = {z € X, = ¢ f(x)}. Alors,
A n’est pas dans limage de f (si A = f(z), alors il est faux que = € A et que
x ¢ A): f n’est pas bijective. Cela vaut aussi pour les ensembles infinis et démontre,
un ensemble étant donné, I'existence d’'un ensemble dont le cardinal est strictement
supérieur.

1.3.3 Nombre d’injections (arrangements)

La donnée d’une injection de F, dans F,, est la donnée d’un arrangement, c’est-a-dire
d’un p-uplet d’éléments distincts de E,, (bijection entre ces deux ensembles).
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Proposition 8 Si X et Y sont des ensembles finis de cardinauz respectifs p et n,
lensemble des injections de X dansY est un ensemble fini de cardinal n(n—1)...(n—
p+1).

PREUVE. La encore, seuls les cardinaux de X et Y comptent (exo). Sip >n+1, ce
nombre est nul (déja vu) ; si p < n, ce nombre égale n!/(n — p)! (avec la convention
0! = 1). Preuve par formule récursive : on note i, , le nombre d’injections de E,
dans E,,, que l'on considere comme des arrangements. Ce nombre est le cardinal de
I’ensemble A, des arrangements de p éléments de E,. On considere 'application
Apn = Ap_am, (x1,...,2p) = (21,...,2p—1). Elle est surjective, et les fibres ont
toutes n — p + 1 éléments. D’apres le théoreme des bergers, cela montre que iy, =
(n—p+1)ip_1,,. Comme par ailleurs 41 , = n, on conclut par récurrence. [ ]

A retenir : un raisonnement sur les n-uplets montre la formule directement en invo-
quant le principe multiplicatif ; une preuve plus formelle, qui explicite en un sens le
raisonnement ci-dessus, se fait a partir d’'une formule récursive, elle-méme issue d’un
argument ensembliste.

Corollaire 1 Le cardinal du groupe G x des permutations d’un ensemble X de car-
dinal n est n!.

1.3.4 Nombre de parties de cardinal donné (combinaisons)

Proposition 9 Si 0 < p < n, le nombre de parties a p éléments d’un ensemble a n
éléments est le coefficient binomial

(n) nn—1)...(n—p+1)

p p!

Sip>n+1, ce nombre est nul. Sinon, il vaut n!/(n — p)!pl.

PREUVE. soit X un ensemble fini de cardinal n ; la restriction de ’application X? —
P(X), (z1,...,2p) = {x1,...,2p} aux arrangements est une surjection sur les parties
a p éléments, dont les fibres sont toutes de cardinal p! (permutations de p éléments).
On conclut avec le théoreme des bergers. ]

Autre vision : si X # (J, on isole un élément de X et on scinde les cas selon qu’une
partie contient ou non cet élément. On obtient la formule récursive : si 1 < p < n,

alors
—1 —1
()= G=0-()
p p—1 p
qui permet une autre preuve de la formule, par récurrence. Triangle de Pascal.

Exercice : ( Z) = (n 7_l p) et interprétation combinatoire.
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Formule du binéme. Preuve formelle par récurrence sur I’exposant. Interprétation en
termes de choix des facteurs dans le développement du produit.

Formule du multinéme (identité polynomiale) :

n!
(Xi 4+ X,)" = ) T X
(a1,..,ap), ar+-+ap=n P

Preuve par récurrence sur p. Interprétation du coefficient multinomial (a a ) :
1, y Up

nombre de fagon de partager un ensemble a n éléments en sous-ensembles de cardinaux
A1y...,0p.

Exemples : 1- paradoxe des anniversaires.
2- Manipulation de formules : d’abord, spécialiser la formule du binéme en 1 et
interprétation combinatoire en termes de partition de I’ensemble des parties ; ensuite,

en dérivant (1+ X )" et en spécialisant, > p (Z =n2""!sin >1; interprétation

combinatoire (cardinal de {(z, A) € E,, x P(E,), = ¢ A}).

1.4 Permutations d’'un ensemble fini
1.4.1 Décomposition en produit de cycles a supports disjoints

Si FE est un ensemble, le groupe symétrique de E est le groupe &g des bijections
E — E pour la composition (exercice : c’est un groupe). On note o7 = g o7 et
0% =idg. Sin €N, on note 6™ =g o---00 (n fois) et 07" = (¢ )"

Exercice : si deux ensembles sont équipotents, leurs groupes symétriques sont isomor-
phes.

On note &, = &1, »}- On a montré que #(&,,) = n!.

Définition du support d’'une permutation. Définition d’un p-cycle de &,,, notation
(a1,...ap), support d'un p-cycle.

Exercice : si ¢ = (ag,...,ap—1) et m € Z, alors ¢™(ay) = agzp;,,; ot k4 m est le reste
de la division euclidienne de k + m par p.

L’ordre d'un p-cycle est p, i.e. c? =let cF #1si1<k<p-—1.

Remarque : S5 = {1,(12)} ; si n > 3, &,, n’est pas abélien ((12)(23) # (23)(12)).
Deux permutations dont les supports sont disjoints commutent. Formule de con-
jugaison des cycles : s(ai,...,a,)s™ ! = (s(ay),...,s(a,)). Tous les p-cycles sont
conjugués dans S,,.

Deux exemples :

i) [6,13,12,14,4,1,7,10,2,9,11,3,8,5] = (1,6)(2,13,8,10,9)(3,12)(4, 14,5) ;

i) (123)(325)(153)(1254) = (154)(23).

Toute permutation se décompose en produit de cycles a supports disjoints, unicité a
Pordre pres des facteurs. Dans la preuve, notion d’orbite d’un élément de {1,...,n}
sous o. Résultat et preuve a retenir.
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Ecriture canonique de la décomposition d’une permutation de G,, en produit de cycles
a supports disjoints : on écrit chaque cycle en commengant par le minimum de son
support (y compris les cycles de longueur 1) et on ordonne les cycles par ordre croissant
du minimum des supports.

Définition d’une transposition. Toute permutation est produit de transpositions (on
dit que les transpositions engendrent &,,). Pas d’unicité (du tout) pour le produit.
Raffinement : les (k, k + 1) engendrent &,,.

1.4.2 Signature d’une permutation

Théoréme. Sin > 2, il existe un unique homomorphisme de groupes € : &, — {£1}
non trivial. Si ¢ est un p-cycle, (c) = (—1)P~L.

On appelle ¢ la signature. Preuve de 'unicité par engendrement des transpositions.
Preuve de l'existence par nombre d’inversions.

Si s a m orbites, alors £(s) = (—1)"~™ (en effet, la somme des longueurs des orbites
égale n).

1.4.3 Groupe alterné

C’est le sous-groupe des permutations paires, noyau de la signature. C’est un sous-
groupe d’ordre n!/2 (les fibres de la signature ont un cardinal constant).

Le groupe alterné est engendré par les 3-cycles [(12)(34) = (12)(13)(14)(13)]. Si
n > 5, alors les 3-cycles sont tous conjugués dans 2, .

1.5 Encore deux grands classiques (Stirling)

Nombres de Stirling de premiére espéce : {Z] désigne le nombre de permutations

de &,, qui se décomposent en p cycles a supports disjoints (points fixes compris ;
autrement dit, dont laction naturelle sur E,, a p orbites).

-1 . < .
Ilya {Z _ 1} permutations de G,, a p cycles pour lesquelles n est point fixe. Par

ailleurs, les permutations de &,, & p cycles pour lesquelles n n’est pas point fixe sont
toutes obtenues une fois et une seule de la fagon suivante : on prend une permutation
de &,_1 a p cycles écrite sous forme canonique et on insere n apres 1,2,...,n —1
dans I’écriture de la décomposition ; chacune est ainsi obtenue une fois et une seule

. . -1 .
ce qui montre que ces permutations sont au nombre de (n — 1) [n » } . On obtient

ainsi la formule récursive : pour tousn > 1et p > 1,

b= o]
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Ecriture des premieres lignes a la Pascal ({711] =m-1H:

1

3 1

6 11 6 1

24 50 35 10 1
120 274 225 8 15 1

DO = =

Nombres de Stirling de seconde espéce : {Z} désigne le nombre de partitions d’un
ensemble a n éléments en p parties.

—1 " . . .
Ilya { Z 1 partitions de F,, en p parties dont le singleton {n} est une partie. Par

ailleurs, les partitions de E,, en p parties pour lesquelles {n} n’est pas une partie sont
toutes obtenues une fois et une seule de la facon suivante : on prend une partition
de E,_1 en p parties et on ajoute n a 'une de ses p parties ; cela montre que ces

" n—1 . . . .
partitions sont au nombre de p { » } On obtient ainsi la formule récursive : pour

Gl oot

Ecriture des premieres lignes a la Pascal.:

tousn >1letp>1,

1

1 1

1 3 1

1 7 6 1

1 15 256 10 1

1 31 90 65 15 1

[Exos : partitions d’entiers ; marches dans le plan ; permutations.]

2 (Autres) exemples de méthode bijective

2.1 Monomes

Pour tout entier n > 1, on note Z[ X1, . .., X,] 'anneau des polynémes & n indéterminées
a coefficients entiers. Le degré d’'un monéme X' X572 --- X2 est le nombre ), ay.
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Proposition 10 Pour tous entiers n > 1 et d > 0, le nombre de monomes de degré
d dans Z[ X1, ..., X, est
n+d—1\ [(n+d-1
d - n—1 )

Le nombre de monémes a n indéterminées de degré inférieur ou égal a d est

(39-(2)

PREUVE. Par méthode bijective. 1l s’agit de compter le nombre de solutions de
I'équation =1 + --- + x, = d dans les entiers naturels. On associe tout n-uplet
(x1,...,2n) le n-uplet (y1,...,yn) = (x1+ L, 21 + 22+ 2,..., Zlgkgn zr +mn). On
obtient ainsi une bijection entre l’ensemble des solutions de 1 + --- + z,, = d
dans N™ et 'ensemble des suites strictement croissantes de n entiers y;, € [1,n + d]
dont le dernier terme est y, = n + d (la bijection réciproque est (y1,...,yn) —
(y1 — Lya—y1—1,...,yn — yn—1 — 1)). Calculer le cardinal de ce dernier revient &
compter le nombre de parties & n — 1 éléments dans {1,...,n+d —1} (on compte les
Yk, 1 <k <n-—1, puisque y, = n + d est fixé). Cela démontre la premiere formule.
La seconde est obtenue avec la méme bijection, la contrainte y,, = n+d étant relaxée.
|

Exercice : trouver une propriété récursive sur ces nombres qui fournisse une autre
preuve par récurrence.

Le nombre de monomes de degré d a n indéterminées est aussi :

- le nombre de solutions de x1 + - - - + x,, = d en entiers naturels (évident, utilisé dans
la preuve),

- le nombre de combinaisons avec répétitions de d objets pris dans un ensemble a
n éléments (exercice pas facile : donner une définition ensembliste de ces objets
((En)?/64, quotient pour I'action naturelle) : choisir x; fois le premier objet, zo fois
le deuxieme, etc.

2.2 Arbres et chemins de Dyck

Les chemins de Dyck sont les chemins {NE, SE} dans Z? qui partent de l'origine,
restent dans le demi-plan nord et aboutissent sur I’axe des abscisses. Le nombre de
chemins de Dyck aboutissant au point de coordonnées (2n, 0) est le nombre de Catalan

Cy = n%_l 2;:) (preuve faite en TD).

Les premieres valeurs des nombres de Catalan :

1,1,2,5,14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, etc
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Formules de récursion : Cp =1et Vn >0, Cpp1 = Q(ir_f;l)Cn ou encore

Co=1et ¥n >0, Coj1 =Y CpCp_y.
k=0

On appelle ici arbre un arbre plongé et enraciné (dessins). Le contour de l’arbre fournit
une bijection entre les arbres et les chemins de Dyck (la réciproque se visualise en
“collant” la partie inférieure du graphe du chemin).

On en déduit que le nombre d’arbres a n noeuds est le nombre de Catalan C,,.

2.3 Permutations zig-zag et arbres décroissants

Définition d’une permutation zig-zag et traduction sur le graphe. Bijection avec les
arbres décroissants.

On montrera plus tard que le nombre de permutations zig-zag dans Ga,,41 est (2n +
1)'t, ot t, est le coefficient de z2"*! dans le développement de Taylor de tanz &
Porigine.

3 Formules d’inversion
3.1 Coefficients du binome

Lemme 2 Pour tout n € N*, Z(—l)k (Z) =0.
k=0

REMARQUE. Cette somme vaut 1 lorsque n = 0.
PREUVE. Spécialiser X = —1 dans Iidentité polynomiale (1+X)" = Z (n) X"

Proposition 11 Si (a,)nen et (bp)nen sont des suites & valeurs dans une groupe
additif (abélien), il y a équivalence entre :

i) pour tout n > 0, b, = Z <Z> ay ;

k=0

ii) pour tout n >0, a, = Z(_l)nfk <Z) b

k=0

n

PREUVE. Sii) est vérifie, Y p_,(—1)""* (k) by = Zogjgkgn(_l)nik <Z> <I;) a;

=Y (?) a; ( Z;g(—l)""‘j"‘k (n;j )) = a,. Pour la réciproque, appliquer
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le sens direct aux suites a,, = (—1)"b,, et b, = (—1)"a,, (les formules d’inversion sont
involutives, c’est la morale). ]

Exemple : si s, , désigne le nombre de surjections de E, dans E,, en comptant
le nombre d’applications E,, — E, selon le cardinal des images, on a la relation

n
p_ b P . P _
P =3 0<r<n (k> sp.k- Par formule d’inversion (& p fixé), on en déduit que s, , =

—k n
Socren-1"* (1)
Interprétation combinatoire directe de cette formule : via la formule du crible, compter

le nombre d’applications non surjectives E, — E, selon le cardinal de I’ensemble
d’arrivée.

3.2 Sommation sur les parties

Lemme 3 1- Si X est un ensemble fini non vide, alors ZAgx(_l)#(A) =0.

2- Si X est un ensemble fini non vide et siY € P(X)\{X}, alors Yy c 4c x (—1)#W) =
0. o

REMARQUE. La somme du 1- vaut 1 lorsque X est vide. Celle du 2- vaut (—1)#X
lorsque Y = X.

PREUVE. En sommant sur les parties de cardinal donné, on voit que ce nombre est

So<k<nix) (1" <#(]€X)> = (1 - 1)#X) =0 (X n’est pas vide). 2- On utilise la

bijection A — A\ Y entre 'ensemble des parties de X contenant Y et 'ensemble des
parties de X \ 'Y (sa réciproque est B — BUY). [ |

Proposition 12 Soient X un ensemble fini et f et g : P(X) — G deuz applications
de Uensemble des parties de X dans un groupe additif (abélien) G. Il y a équivalence
entre

VY C X, g(Y) =Y f(A);

ACY

VY CX, f(Y) =) (-1)#\Wyg(A).
ACY

PREUVE. Si i) est vraie, alors pour toute partic Y de X, -,y (—1)#\g(A) =

Spcacy COMVAIFB) = (-1 Epey F(B) (Speacy (-1#4) = F(¥) drapris
le lemme. Pour la réciproque, appliquer le sens direct aux fonctions f/(Y) = (—=1)YIg(Y)
et ¢/(Y) = (1) f(Y). L

Exercice : si g : P(X) — G est 'application définie par g(Y) = >y 4 f(A4), alors
f s’exprime en fonction de g par f(Y) = ZYQA(fl)#(A\Y)g(A), et inversement
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(appliquer la formule de la proposition & la fonction f(Y) = f(X \Y) ou faire une
preuve directe en adaptant celle de la proposition).

3.3 Fonction de Mobius

La fonction p de Mébius est définie sur N* par u(1) = 1, u(n) = 0 lorsque n est
divisible par le carré d’un entier supérieur ou égal & 2, et pu(pips...pr) = (—1)" siles
pi sont des premiers distincts.

Lemme 4 Pour tout entier n > 2, Z/,L(k) =0.
k|n

REMARQUE. Ce nombre vaut 1 lorsque n = 1.

PREUVE. On décompose n en produit de facteurs premiers : n = p{* ...p3*. On note
X ={1,...,d}. La somme sur les diviseurs dont la contribution est non nulle s’écrit
alors 3, p(k) = ZKeP(X)(_l)‘Kl = 0 puisque X n’est pas vide. [ |

Proposition 13 Si (ay)nen+ €t (bn)nen+ sont des suites & valeurs dans une groupe
additif (abélien), il y a équivalence entre :
i) pour tout n > 1, b, = Zak ;
k|n
g n
it) pour tout n > 1, a, = kz:u(k)bk.
n

PREUVE. Si i) est vérifiée, 3=, p(n/k)bk = 325, (n/k)a; =325, a; (Zd‘? u(d))
= an. Réciproquement, si ii) est vérifie, alors 3, ax = Dk, 2o, #(K/J)bj =

21 bj (Zj|k|n M(k‘/j)) = b, -

Exemple : soit ¢ est la fonction d’Euler, définie indifféremment sur N* par i) ¢(n)
est le nombre de générateurs du groupe additif cyclique Z/nZ ; ii) ¢(n) est le nombre
d’éléments inversibles dans ’anneau Z/nZ ; iii) ¢(n) est le nombre de racines prim-
itives ni®™me complexes de 1'unité ; iv) ¢(n) est le nombre d’entiers naturels compris
entre 1 et m qui sont premiers avec n. La partition de Z/nZ en éléments d’ordre d
fournit la formule n =}, ¢(d) (si d|n, Z/nZ contient ¢(d) éléments d’ordre d qui
sont les générateurs du sous-groupe de Z/nZ engendré par n/d). Par inversion, on

obtient (@)
p(n)=n Z MT
d|n

Autre exemple (trop dur) : soit F, le corps & g éléments (prendre par exemple, si
p est un nombre premier, F,, = Z/pZ). Pour tout n € N, on note I,, le nombre de
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polyndmes unitaires irréductibles de degré n dans F,[X]. Le polynéme X " _ X se
décompose sur F, en le produit de tous les polynomes unitaires irréductibles de degré
< n (les facteurs sont simples) et les degrés des facteurs divisent n. En identifiant es
degrés dans cette identité polynomiale, on montre que ¢" =y dln dly. Par inversion,

on en déduit que
1 n
Lo==>"u(%)d"
n dZ'“ d ¢

[Voir Comtet exol6 page 161 pour fonction de Mdbius et séries de Lambert.]

4 Formules des classes (pas en 2009/2010)

5 Séries formelles, fonctions génératrices

Soit A un anneau commutatif (le prototype est Z ; souvent, on prendra aussi Q pour
la combinatoire).

5.1 Algebre des séries formelles

Une série formelle & une indéterminée et a coefficients dans A est, par définition, une
suite (an)neny d’éléments de A.

Lois sur les séries formelles : si A = (an)nen €t B = (b, )nen sont des séries formelles
et si a € A, on définit

- Paddition A+ B = (an, + bp)n ;

- la multiplication externe a.(an)n = (@an)n ;

- la multiplication interne AB = (¢y), Ol ¢, = Zpﬂ:n apby pour tout n.

Exercice : avec ces lois, les séries formelles forment une algebre commutative. Le
neutre pour l’addition : 0 := (0),. L’opposé de A = (ap), est —A = (—1).A =
(—a@n)n. Le neutre pour la multiplication interne est 1 := (1,0,0,...) = (don)n
(Kronecker).

On note T = (0,1,0,0...) = (01n)n (Kronecker). Alors, pour tout ¥ € N* on a
T+ = (0,...,0,k,0,...) = (6gn)n (Kronecker, exo). On note par convention T° = 1.
Avec ces notations, si A = (ay,), est un polynéme nul ou de degré inférieur ou égal a
d (i.e. sia, =0desquen >d+1),alors A=Y, ,axTF =3, aTF.

Notation définitive : si A = A = (ap,)nen est une série formelle, on note

A=AT)=> a,T" = i anT".
n=0

n>0

Cette somme infinie est formelle, sans qu’aucune notion de convergence ne soit requise.
La série T est appelée 1'indéterminée. On note A[[T]] cette algeébre des séries formelles
(& une indéterminée T et & coefficients dans A).
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Exercice : les régles de calcul relatives aux lois dans A[[T]] sont les lois usuelles sur
les séries entieres convergentes. Elles prolongent les lois de A et de A[T] (polynoémes).
Cette construction est faite expres (définition des lois).

Exemples : }°, 5115 (=1)"T", 3,14 Lm 3 T 3 a,T™ ol ay, est le nombre
de diviseurs premiers congrus & 1 modulo 8 de n (ou encore, pourquoi pas, le nombre

de retenues dans la multiplication de n? par 32 en base 10) sont des séries formelles
a coefficients rationnels.

La waluation d'une série formelle non nulle A = »° a,T™ est le nombre val(A) =

min{n € N, a,, # 0}. Par convention, on notera val(0) = +o0.

Proposition 14 Si A et B sont des séries formelles, val(A+B) > min{val(A), val(B)}
et val(AB) > val(A)+val(B) avec égalité pour la valuation du produit si A est intégre.

PREUVE. Exo. u
Corollaire 2 Si A est intégre, alors A[[T]] lest aussi.
PREUVE. Exo. |

Notation : si A =3 a,T™ € A[[T]], pour tout n € N, on notera le n'®™° coefficient
de A par
an, = [T"] A=[T"] A(T).

On notera également ag = A(0), comme pour la spécialisation des polynémes.

On définit la dérivée de la série formelle A =" a,T™ par

_dA

A=—=
dr

nanT"’1::§:(n+—Dan+1T”.

n>1 n>0

Par récurrence, la dérivée d’ordre k € N* est la dérivée de la dérivée d’ordre k — 1
(et la dérivée d’ordre zéro est la série elle-méme) ; on la note A®) = d*A/dT*. Les
regles de dérivation usuelles relatives au produit et a la somme sont valides pour les
séries formelles (exo).

Exercice (formule de Taylor pour les séries formelles). Montrer la formule de
Taylor dans Q[[T]] (ou sur un corps commutatif de caractéristique nulle) :

o~ AM) .,

Sur un anneau commutatif quelconque, on a toujours n![T"] A(T) = A™(0), pour
tout entier naturel n.
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5.2 Composée de séries formelles

Lemme 5 Soit A € A[[T]]. Sival(A) > 1, alors la suite (A™)nen de séries formelles
est sommable : pour tout k € N, le nombre d’entiers naturels n pour lesquels [T*] A™ #
0 est fini.

PREUVE. Par récurrence, on montre que val(A™) > n a l'aide de la formule de la
valuation d’'un produit. [ |

Si A=), a,T" et B sont des séries formelles et si val(B) > 1, on note

AoB=A(B) = A(B(T)) = i 4, B" = i an B(T)"
n=0 n=0

la série formelle définie par [T%] Ao B =7 a,[T"] B". Cela définit bien une série
formelle puisque cette dernieére somme est finie grace au lemme (seul un nombre fini
de termes sont non nuls).

Exercices. 1- Si B € AJ[T]] est fixée sous I'hypothese val(B) > 1, l'application
A[[T]] = A[[T]], A~ Ao B est un homomorphisme d’algebre. 2- Si A, B et C €
A[[T], et sival(B) > 1 et val(C) > 1, alors val(BoC) > 1 et Ao(Bo(C') = (AoB)oC.

Passage sur la réversion des séries formelles, existence et unicité ?

5.3 Inversion d’une série formelle

Formule fondamentale : la série formelle 1 —T est inversible dans A[[T] et son inverse

est
1 o0
. X”.
T
Preuve (formule du produit de deux séries).

Corollaire 3 1- Si A € A[[T]] et si val(A) > 1, alors 1 — A est inversible et (1 —

At = >0 AT
2- On suppose que A est un corps commutatif. Alors, pour tout A € A[[T]], A est
inversible si, et seulement si val(A) = 0.

PREUVE. 1- est la formule fondamentale composée avec A. 2- Si A est inversible, c’est
la formule de la valuation d’un produit (égalité dans le cas d’un corps). Si val(A) = 0,
on met A(0) en facteur et on inverse A/A(0) avec le 1-. [ |

Exercices. 1- Les formules de dérivation des quotients sont encore valides pour les
séries formelles inversibles. 2- Développer l'inverse de (1 — 7)) (dériver). On peut

retenir que
1 n+k\
(1— T)F+1 :Z< n )T :
n>0
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Interprétation combinatoire, nouvelle preuve formelle de la formule du nombre de
mondmes de degré donné.

5.4 Séries formelles usuelles

Par définition : exp(T), cosT, sinT, tanT (cosT est inversible), coshT, sinh T,
tanh T (cosh T est inversible), In(1 4+ T'), (1 4+ T)* ou a € C, arctanT’, arcsinT, etc,

a”

exponentielle généralisée exp(al’) = > o % T".

Exercice (développements asymptotiques a l'origine, unicité et propriétés algébriques) :

les relations de ’analyse restent vraies sur les séries formelles (pourvu qu’elles aient un
sens). Exemples : In(1+(expT —1)) = T, exp(In(1+7)) = 1+ T, sin® T+cos? T = 1,
(A+T)*(1+T) = (1+T)**°, exp(aT) exp(bT) = exp((a + b)T).

5.5 Récurrences linéaires et fractions rationnelles

Proposition 15 Soit A = > a,T" € k[[T]] ot k est un corps commutatif. Il y a
équivalence entre :

i) Les coefficients de A vérifient une relation de récurrence linéaire a coefficients
constants a partir d’un certain rang, i.e. 3IN € N, Ip € N, 3(dy, ...,d,) € kPH!,

dy #0 et Vn > N,
p
Z dkn—r = 0;
k=0

it) A est la série formelle d’une fraction rationnelle dont le dénominateur est de
valuation nulle.

PREUVE. Si A(T) = C(T)/D(T) ou C est un polynéme de degré N — 1 et o D =
do + -+ 4+ dpT? un polyndome de degré p, alors le calcul du coefficient de 7" dans
DA = C montre que, pour tout n > max{N, p}, la relation de récurrence est vérifiée
(NB : pour que A soit une série formelle, il est nécessaire que D(0) # 0). Inversement,
si la relation de récurrence est vérifiée pour n > N, en notant D = dy + - -+ + dpT?
(polyndéme), on obtient que DA est un polynéme puisque c’est une série formelle dont
tous les termes sont nuls au dela du rang N — 1. ]

Exemple : écrire la relation de récurrence linéaire vérifiée a partir d’'un certain rang
s o 1+72

(leguel ?) par le terme général de la série o737 Inversement, trouver toutes les

séries formelles A =Y a,,T™ telles que 2a, 42 — an4+1 + a,, = 0 pour tout n > 3.

Exos : exemples combinatoires.
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6 Eléments de méthode symbolique et de combina-
toire analytique (pas en 2009/2010)

6.1 Séries génératrices d’une classe combinatoire

6.2 Analyse des singularités, transfert
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UvsQ 2011/2012
Licence de sciences et technologie, santé
LSMAS510 (combinatoire), L3 mathématiques et L3 informatique

Liste de “mini-themes”

1- Nombres algébriques

Un nombre complexe est dit algébrique lorsqu’il est racine d’un polyndme non nul & coefficients rationnels
(par exemple, v/2, (1 + v/17)/2) ; dans le cas contraire, il est dit transcendant. L’ensemble des nombres
algébriques est-il dénombrable ? Méme question pour ’ensemble des transcendants.

2- Ensemble triadique de Cantor

L’ensemble triadique de Cantor est ’ensemble des nombres réels de I'intervalle [0, 1] dont le développement
en base 3 ne contient aucun 1. Donner une interprétation géométrique de cette propriété sur le segment
[0,1]. Adapter la preuve de la non dénombrabilité de R du cours pour montrer que 1’ensemble triadique
de Cantor n’est pas dénombrable (on pourra montrer et utiliser que le développement en base trois d’un
nombre de cet ensemble est unique).

3- Hyperplans en position générale

Un ensemble de droites (affines) de R? sont dites en position générale lorsqu’elles sont deux & deux non
paralleles et trois a trois non concourantes. Pour tout entier naturel non nul n, calculer le nombre de
régions du plan délimitées par n droites en position générale.

Généraliser en calculant le nombre de régions de RP délimitées par n hyperplans en position générale (n
et p sont des entiers naturels non nuls).

4- Rotation dans les arbres

A chaque arbre plongé et enraciné a n sommets A on associe un arbre binaire plongé et enraciné a n
feuilles B de la fagon suivante (cette application est décrite ici de fagon non formelle et peut se faire de
proche en proche en suivant la numérotation “en largeur” des nceuds de A) :

- on décrit les générations de gauche a droite ; ainsi, la fille la plus & gauche d’un nceud donné est appelé
sa fille ainée, la seconde est appelée seur cadette de la précédente, etc ;

- on élimine la racine de A et les nocuds internes de B sont les noeuds de A, la racine de B étant la fille
ainée de la racine de A ;

- la fille ainée d’un nceud de A reste sa fille gauche dans B, alors que la sceur cadette d’'un neeud de A
devient sa fille droite dans B ;

- Parbre unaire-binaire ainsi obtenu (au milieu dans la figure) est complété en un arbre binaire (& droite
dans la figure).

Un exemple de ces étapes est dessiné dans la figure 1. Montrer que cette construction réalise une bijection
entre les arbres plongés et enracinés a n sommets et les arbres binaires plongés et enracinés a n feuilles.
En déduire le nombre d’arbres binaires plongés et enracinés a p nceuds, pour tout entier naturel non
nul p.

5- Partitions : nombres de Bell

Pour tout entier naturel non nul n, le n nombre de Bell est le nombre B,, de partitions d'un ensemble X
a n éléments, c’est-a-dire le nombre de relations d’équivalence sur X. Par commodité, on note également
By =1.

Calculer les nombres de Bell B,, pour n < 4 en explicitant les partitions comptées. Calculer les nombres
de Bell B,, pour n < 7 “a la Pascal” en montrant qu’ils sont sommes de nombres de Stirling de seconde

ieme
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Figure 1: “rotation” d’un arbre A en arbre binaire B

espece. En raisonnant sur la combinatoire des partitions, démontrer la relation de récurrence, valable

pour tout n > 0 :
Bpi1 = Z <Z> By.

k=0
On note B = B(T) la série génératrice exponentielle des nombes de Bell : B est la série formelle

B(T)=> %T”.

n>0

En calculant la dérivée de B en fonction de B, montrer que B(T) = e’ ~1. A l'aide d’un logiciel de calcul
formel, écrire les vingt premiers nombres de Bell.

6- Partitions d’entiers, diagrammes de Ferrers

Une partition d’un entier naturel non nul n est une suite décroissante (a1, as, ..., a,) d’entiers non nuls
dont la somme vaut n. Le nombre m est la longueur de la partition et les entiers a; en sont les parts.
On représente une telle partition par son diagramme de Ferrers, empilement de m lignes de points (ou
de carrés) justifiées a gauche, chaque ligne contenant de haut en bas respectivement a; points, as points,
ete. L’exemple ci-dessous est le diagramme de Ferrers de la partition (6,5,3,3,1,1,1) de Ientier 20 ; sa
longueur est 7.

[ ] ® [ ] ®
[ ] ® [ ]

[ ] [ ] [ ]

[} [ ) [ ]

[}

[}

[ ]

La partition conjuguée d’une partition A = (aj,as,...,a,) est la partition du méme entier dont le

diagramme de Ferrers a pour lignes les colonnes du diagramme de Ferrers de A. Ainsi, la partition
conjuguée de I'exemple précédent est (7,4,4,2,2,1) ; son diagramme de Ferrers est le suivant.
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Calculer toutes les partitions des entiers de 1 a 5 et leurs partitions conjuguées. Pour tout entier non
nul n, on note p(n) le nombre de partitions de n. Montrer que le nombre p(n, m) de partitions de n de
longueur inférieure ou égale a m satisfait les relations de récurrence

{ Y(n,m), m>n>1= p(n,m)=p(n) ;
Y(n,m), n>m>2= p(n,m)=pn,m—1)+pn—m,m)

et les conditions initiales p(n,1) = 1 (on notera par commodité p(0,m) = 1 également). Montrer & I’aide
des diagrammes de Ferrers que pour tout n > 1, le nombre de partitions de n en au plus m parts est le
nombre de partitions de n en parts inférieures ou égales a m. Dans cette correspondance, que vaut le
nombre de partitions de longueur m de n ?

Montrer que le nombre de partitions de n en parts impaires distinctes est le nombre de partitions de n
égales a leur propre conjuguée (on parle de partitions auto-conjuguées). [A cet effet, on pourra “plier”
les lignes du diagramme de Ferrers d’une partition & parts impaires distinctes par leur milieu.]

7- Groupes linéaires finis

On note F; “le” corps fini & ¢ éléments (admis : un tel corps n’existe que si g est la puissance d’un nombre
premier et tous les corps a ¢ = p® éléments sont isomorphes ; ainsi, par exemple, il n’y a pas de corps
& 24 éléments). Si n est un entier naturel non nul, calculer le cardinal d’une droite de ’espace vectoriel
(F,)™ et plus généralement celui d’un sous-espace de dimension d < n. Calculer le nombre de bases de
Pespace vectoriel (Fy)"”. En déduire Pordre des groupes GL(n,F), SL(n,F,).

8- Crible d’Erathosténe

Préliminaire : établir la formule du crible sous la forme suivante : si X est un ensemble fini et si (Ay)rex
est une famille finie de parties de X, alors en notant Ay = (.., A; pour toute partie J de K (avec la
convention Ay = X),

jeJ

X\ Akl = Z(*l)‘Jl|AJ|~

kEK JCK
Application arithmétique : on note p,, le n'®™° nombre premier ; ainsi, p; = 2, po = 3, p3 = 5 etc. Pour
tout nombre réel x, on note 7(z) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a z. Etablir la
dualité entre ces deux fonctions : pour tout entier n, 7(p,) = n et pour tout réel x, p(,) est le plus
grand nombre premier inférieur ou égal a x.

On fixe un entier naturel n > 2. Pour chaque k € {1,...,7(v/n)}, on note A ensemble des multiples
de pi contenus dans lensemble {2,...,n}. Montrer que le complémentaire dans {2,...,n} de 'union
des Ay, est I’'ensemble des nombres premiers de Uintervalle | /n, n|. Montrer par ailleurs que si k1, ..., kn
sont des entiers distincts dans {1,...,7(y/n)}, le cardinal de 'intersection Ag, N---N Ay, est la partie
entiere du nombre n/(py, - ..k, )-

Déduire de I’étude précédente la formule

S OV SR SR < B P AR o Y

1<h<n(ym) P 1< <ipen(ym) D0
(D —
Piy - Pi )

Cela fournit une expression (théorique !) de mw(n) en fonction de n et des nombres premiers inférieurs ou
égaux & \/n.
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9- Parenthésages, triangulations d’un polygone régulier et Catalan

Montrer que le nombre de parenthésages pour le calcul d’un produit X; X5 ... X, est le n'®™° nombre de
Catalan C,,. Montrer que ce nombre est également le nombre de triangulations d’un polygone convexe
(régulier) & n + 2 cotés.

Figure 2: une triangulation de 1'octogone

10- Permutations zig-zag et arbres décroissants

Un arbre croissant est un arbre binaire plongé et enraciné dans lequel chaque nceud est muni d’une
étiquette de sorte que toutes les étiquettes soient distinctes et que ces étiquettes forment une suite
croissante lorsqu’on suit n’importe quelle branche de I'arbre a partir de la racine. On associe a chaque
permutation de &,, un arbre croissant défini récursivement de la fagon suivante : on décompose la suite
des images en le triplet formé de son minimum, la suite des images & gauche de ce minimum, la suite des
images a droite de ce minimum. La récursivité se fait en considérant les suites gauches et droites comme
des permutations des nombres écrits.

Ainsi décompose-t-on la permutation s = [5,3,6,1,2,7,9,4,8] en ([5,3,6],1,[2,7,9,4, 8]), on poursuit, et
on associe a s l'arbre croissant de la figure 3.

[5 3 6 1 27 9 4 8]

Figure 3: arbre croissant associé a la permutation s = [5,3,6,1,2,7,9,4, 8]

Montrer que cela définit une bijection entre les arbres croissants & n sommets et les permutations de n
objets.

Une permutation s est dite alternante lorsque s(1) > s(2) < s(3) > s(4)---. En caractérisant les
arbres croissants associés aux permutations alternantes d’un nombre impair d’objets, trouver une formule
récursive sur leurs nombres et donner une interprétation combinatoire des coefficients du développement
de Taylor a lorigine de la fonction tangente.
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Feuille d’exercices numéro 1

Exercice 1 (dénombrabilité)

1- Montrer que la réunion de deux ensembles dénombrables est dénombrable. En
déduire soigneusement que les nombres irrationnels ont le cardinal du continu (en
admettant ’hypothese du continu).

2- Montrer qu'une union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

3- Un nombre complexe est dit algébrique lorsqu’il est racine d’un polynéme non nul
a coefficients rationnels ; dans le cas contraire, il est dit transcendant. L’ensemble
des nombres algébriques est-il dénombrable 7 Méme question pour l’ensemble des
transcendants.

4- L’ensemble triadique de Cantor est I'ensemble des nombres réels de 'intervalle
[0,1] dont les développements en base 3 ne contiennent aucun 1. Adapter la preuve
de la non dénombrabilité de R du cours pour montrer que I’ensemble triadique de
Cantor n’est pas dénombrable (on pourra montrer et utiliser que le développement
en base trois d’un nombre de cet ensemble est unique).

Exercice 2 (polynémes et nombres de Stirling)
1- Montrer, pour chaque n > 1, I'identité polynomiale

znjmX’“:X(X+1)(X+2)...(X+n—1)
k=0

(on pourra montrer que les coefficients du second membre vérifient I’équation récursive
des nombres de Stirling de premiére espéce).

2- Montrer, pour chaque n > 1, I'identité polynomiale

X":Zn:{Z}X(X—l)(X—2)...(X—k—|—1)

k=0

(on pourra s’assurer d’abord que les (X); = X(X —1)(X —2)...(X —k+1) forment
des bases de polynémes).
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Exercice 3 (une formule parfois utile et son interprétation combinatoire)
Soit X un ensemble fini de cardinal n > 1 et soit p € {1,...,n}. En calculant de
deux maniéres le cardinal de I’ensemble

{(z,A) € X x P(X), z € A, #(A) = p},

()56
montrer que = — .
p p\p—1

Exercice 4 (des gammes)

Soit A = {a,b,c,d,e, f}. Dans cet exercice, on appelle A [’alphabet et on note M
I’ensemble des mots de huit lettres prises dans l'alphabet. Par exemple, aaaaaaaa,
dededede et aceedfdd sont dans M.

1- Quel est le cardinal de M 7

2- Combien M contient-il de mots commengant par a ?

3- Combien M contient-il de mots qui commencent par e et finissent par d ?
4- Combien de mots de M contiennent au moins un a ?

5- Combien de mots de M contiennent exactement un a ?

6- Combien de mots de M s’écrivent-ils avec au plus deux lettres différentes 7

7- Quel est le nombre de mots de M dans lesquels deux lettres consécutives sont
toujours différentes 7

8- Quel est le nombre de mots de M dont chaque lettre differe des deux suivantes ?
9- Quel est le nombre de mots de M dont toutes les lettres sont différentes ?

10- Quel est le nombre de mots dans lesquels chaque occurence de la lettre a est
suivie d’une occurence de la lettre b ?

11- Quel est le nombre de mots dans lesquels chaque lettre qui apparait figure ex-
actement deux fois 7

12- Quel est le nombre de mots dans lesquels chaque lettre qui apparait figure au
moins deux fois 7

Reprendre toutes les questions lorsque A est un ensemble fini a a éléments et M
l’ensemble des mots de m lettres (a et m sont des entiers naturels).

Exercice 5 (quelques pseudo-modélisations)

1- En mars dernier, I’étudiant Zébulon a mangé tous les soirs au restaurant universi-
taire. Il a mangé 21 fois des frites et 14 fois de la mousse au chocolat. Montrer qu’il
y a mangé au moins une fois des frites et de la mousse au chocolat. Dans ce registre,
peut-on en dire davantage ?
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2- Dix personnes de un a soixante ans sont dans une piece (I’dge d’une personne est
un entier naturel). Montrer que 1’on peut constituer deux groupes de 1 & 9 personnes
qui n’ont aucun membre en commun, tels que la somme des ages des personnes d’un
groupe égale celle de 'autre groupe. Par quels entiers peut-on remplacer 10 et 60 ?

3- Nombres trianglaires, tétraédriques, etc

Une marchande d’oranges range ses fruits sur son étal de la maniere suivante : a plat,
elle les dispose en quinconce sous la forme d’un triangle équilatéral dont chaque coté
contient n oranges ; a ’étage supérieur, elle place une orange dans chaque interstice,
et ainsi de suite jusqu’au dernier étage qui contient une seule orange. Combien cette
pyramide contient-elle d’oranges ?

Généraliser sous la forme d’une formule combinatoire.

4- On prend une urne contenant 231 boules colorées. Montrer qu’on peut trouver 14
boules de la méme couleur ou 14 boules de couleurs différentes. Par quels nombres
peut-on remplacer 14 et 231 7

Exercice 6 (Deux marches aléatoires du plan)

Dans chaque question, on écrira une formule récursive sur les nombres cherchés, on
essayera de trouver une interprétation de ces nombres en termes de parties de cardinal
donné d’un ensemble de cardinal donné et d’en déduire une formule close pour le
résultat, on écrira enfin avec soin une preuve par récurrence du résultat cherché.

1- Marche {N, E}

Si P est un point de Z2, combien y a-t-il de chemins joignant I’origine & P dont les
déplacements élémentaires se font dans Pensemble {(0,1),(1,0)} ?

2- Marche {NE, SE}
Si P est un point de Z2, combien y a-t-il de chemins joignant l’origine & P dont les
déplacements élémentaires se font dans ’ensemble {(1,—1),(1,1)} ?

3- Bijection

Montrer que, par “rotation”, les trajectoires {N,E} sont en correspondance avec les
trajectoires {NE,SE} et déduire ainsi I'un de 'autre les résultats des deux questions
précédentes.
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Feuille d’exercices numéro 2

Exercice 1 (chemins de Dyck)
1- On rappelle que, lorsque n + p € 2N et [p| < n, le nombre de chemins {NE, SE}
(nord-est, sud-est) joignant I'origine au point de Z? de coordonnées (n,p) vaut

n n
bnp = (nﬂ)) = (H)
2 2

Calculer le nombre de chemins {NE, SE} joignant les points P(zp,yp) et Q(zq,yq)
de Z2.

2- Principe de réflexion

Soit P un point de Z? dont 'ordonnée est strictement positive. Exhiber une bijection
entre les chemins {NE, SE} joignant le point (1,1) & P et touchant au moins une fois
laxe des abscisses d’une part, et les chemins {NE, SE} joignant le point (1,—1) & P
d’autre part.

[On pourra associer & un chemin {NE, SE} touchant 1’axe des abscisses le chemin
{NE, SE} obtenu en remplacant les pas précédant le premier contact avec cet axe par
leurs symétriques.|

3- Pour tout (n,p) € Z?, calculer le nombre de chemins {NE, SE} joignant 1'origine
au point P(n,p) qui ne touchent pas 'axe des abscisses ailleurs qu’en origine.

4- Soit P = (n,p) € N2 tel que n < p— 1. Montrer que le nombre de chemins {N, E}
qui joignent l'origine au point P(n,p) et qui ne touchent la premiere diagonale (i.e. la
droite d’équation z = y) qu’en origine égale

p—n <n + p)

p+n n

(on pourra adapter le principe de réflexion et refaire le raisonnement des questions
précédentes ou utiliser la bijection ”par rotation” entre les chemins {N, E} et les
chemins {NE, SE}).

5- On appelle chemin de Dyck tout chemin {NE, SE} joignant l'origine & un point
de l'axe des abscisses en restant dans le demi-plan {(x,y) € Z?, y > 0}. Montrer
que pour tout entier naturel n, le nombre de chemins de Dyck aboutissant au point
d’abscisse 2n est le nombre de Catalan

1 2n
n+1\n /)’
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Exercice 2 (des gammes)
1- Décomposer les permutations de Gg suivantes en produits de cycles a supports

disjoints (la notation [a, b, .. .] désigne la permutation qui envoie 1 sur a, 2 sur b, etc).
S = [5’ 8, 47 97 37 27 77 67 1]’
t: [17573’4’2767978’ 7]7
u: [774717576’3787972}7
v=1[3,7,8,9,5,4,2,1,6]

Calculer s'7, t1615 4347 434 Donner une formule générale pour toutes les puissances
entieres de s, t, u et v. Décomposer tu*s?v en produit de cycles & supports disjoints ;
quel est son ordre 7

2- Calculer la signature de s, t, u et v et celle de u’(st)3.

3- Calculer le nombre d’éléments d’ordre 14 de &19. Montrer que toutes ces permu-
tations sont impaires.

4- Calculer le nombre d’éléments d’ordre 8 dans &4 et le nombre d’éléments d’ordre
20 dans &q5.

5- Quel est I'ordre d’un produit de deux transpositions ?

Exercice 3 (points fixes dans les permutations)

Soient n et k des entiers naturels (n # 0). Compter le nombre de permutations de
S, qui ont au moins k£ points fixes et le nombre de permutations de &,, qui ont au
exactement k points fixes.

Exercice 4 (permutations carrées)

Montrer qu’une permutation de &,, est un carré (i.e. s’écrit sous la forme o o
o € 6,) si, et seulement si pour tout entier pair k, le nombre de k-cycles est un
nombre pair.

2
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Feuille d’exercices numéro 3

Exercice 1 (matrices et formules d’inversion)
1- Pour tout entier naturel non nul n, on note M,, la matrice carrée de taille n + 1 :

OO = OO
—_ N == O

n n n n
0 1 2 3
Calculer l'inverse de M,,.

Exercice 2 (convolution de Vandermonde)
En développant le produit (1+X)™(1+X)", démontrer que pour tout triplet d’entiers
(m,n,p) tels que 0 <p<metp<n,

(") =2 () ()

2
Trouver une interprétation combinatoire de cette formule. Calculer Y, .. (Z) .

Exercice 3 (polynomes et identité d’Abel)
On note Ay = 1 et pour tout entier naturel non nul n

1
A(X,Z) = 5 X(X —n2Z)"
n!
le n¥*™¢ polynéme d’Abel dans Q[X, Z]. Montrer que pour tout n et pour tout k €
{0,...,n}, ona
ak
WAH(X, Z) - An_k(X - kZ, Z)
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En déduire que pour tout polynéme P € Q[X],

P(X)=> Au(X,Z)P"(nZ).
n>0

Démontrer I'identité polynomiale (généralisation de la formule du bindéme)

(X +Y)" = i: <Z> X(X — k2 WY + kzZ)"*
k=0

et l'identité de convolution

A(X+Y,2) = A(X,Z2)Ani(Y, 2).
k=0

Exercice 4 (polyndémes cyclotomiques)
Pour tout entier naturel non nul n, on appelle n
C,, le polynéme unitaire dont les racines sont les racines primitives n
de I'unité. Calculer C),, pour n < 6. Montrer que

ieme

polynome cylclotomique et on note
1emes complexes

xm—1=]]ca

d|n

En notant u la fonction de Mobius, en déduire que

Cn — H(Xd _ 1);5(71/11).
d|n

Les polynoémes cyclotomiques sont-ils toujours a coefficients entiers 7
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Feuille d’exercices numéro 4

Exercice 1 (Une équation différentielle bien connue)

Trouver toutes les séries formelles S vérifiant S” +S5 = 0. Quelle structure a cet
ensemble de solutions ? Faire le lien entre les résultats trouvés et la résolution en
analyse de cette équation différentielle linéaire homogene a coefficients constants.

Exercice 2 (Nombres de Fibonacci)
Soit (fn)nen la suite de Fibonacci, définie par fo = f1 =1 et f, = fn_1 + fn_2 pour
tout n > 2.

2.1- Calculer les racines de 1’équation caractéristique de la relation de récurrence
linéaire qui définit la suite (f,), et en déduire, par le raisonnement classique, une
formule close pour f, comme somme de deux suites géométriques.

2.2- Soit F' € Z[[T] la série formelle F' =3 - f,1". Montrer que

1

F={—7F 7

Retrouver la formule close de 2.1- en développant cette fraction rationnelle en éléments
simples. Déduire de I’égalité une expression de f, comme somme de coefficents bino-
miaux, que I'on interprétera dans le triangle de Pascal.

Exercice 3 (Un développement en série formelle)
Calculer le développement en série formelle de la fraction rationnelle
1
(1-T2)(1—-1T3)

Quelle interprétation combinatoire des coefficients de cette série 7

Exercice 4 (Relations de récurrence linéaire)

4.1- (Une gamme)
Trouver toutes les suites de nombres rationnels (a,)nen vérifiant

vneN, apio+ apy1 —6a, =0
(on pourra traduire cette relation de récurrence linéaire & coefficients constants sur la

série formelle A =3 a,T™ d’une solution).
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4.2- (Permutations involutives)

Pour tout entier naturel n, on note i,, le nombre d’involutions de n objets, c’est-a-
dire le nombre de permutations s € &,, telles que s?> = 1. Montrer, par un argument
combinatoire, que la suite (i), satisfait ig =i; = 1 et

Vn € N, ’L'n+2 = in+1 + (TL + I)Zn

(on pourra distinguer les involutions fixant 1’élément n + 2 des autres). On note
I, = iy /n! la proportion des permutations involutives dans &,,. Montrer que la suite
(I,)n satisfait une relation de récurrence linéaire et en déduire que la série formelle
I(T) =5, I,T™ est 'unique solution de I’équation différentielle linéaire homogene

I'(T) — (14+ T)I(T) = 0
qui vérifie I(0) = 1. En déduire que I(T) = exp(T + T?/2), puis la forme close

L5 nl

k=0

4.3- (Séries holonomes)
Montrer que toute série formelle A =} a,T" dont le terme général (a,), vérifie
une relation de récurrence linéaire

Vn, Qp(n)anip+ -+ Q1(n)ani1 + Qo(n)a, =0

ou p est un entier naturel non nul fixé et ou les coeflicients Q, sont des polynoémes en n
est solution d’une équation différentielle linéaire homogene & coefficients polynomiaux.

Exercice 5 (Marches {O, N, E} auto-évitantes)

Pour tout n € N, on note a, le nombre de marches {O, N, E} a n pas dans le plan
Z? dont la trajectoire dans R? ne présente aucun point multiple. Montrer, par une
étude combinatoire, que la suite (a,)nen vérifie

Vn €N, anyo=2an41 + an

(on pourra établir une bijection entre les chemins & n + 2 pas se terminant par OO,
EFE ou NE et les chemins n+ 1 pas). En déduire que la série formelle ) a,T"™ est
une fraction rationnelle que 1'on calculera. En déduire deux formules closes pour le
nombre a,,.
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Feuille d’exercices numéro 5

Exercice 1 (Série génératrice des nombres de Catalan)

Montrer par deux méthodes différentes que la série génératrice C(T) = Y oo C,T"

des nombres de Catalan )
2n
C, = 1
n+1 ( n ) (1)

1—+/1-4T

2T '
On pourra par exemple traduire la relation de récurrence Cj41 = ZZ:O CrChr_pk
sur la série formelle C' (quelles interprétations combinatoires de cette relation ?) et
raisonner sur I’équation obtenue, ou encore utiliser directement la formule close (1).

est
C =

Exercice 2 (Permutations indécomposables)

Une permutation o de 'ensemble ordonné {1, ..., n} est dite indécomposable lorsqu’au-
cune partie de la forme {1,...,k}, k € {1,...,n—1} n’est stable par o. Pour tout en-
tier naturel n > 1, on note I,, le nombre de permutations indécomposables du groupe
symétrique &,, ; on note aussi Ip = 0. Soient I = Y -, I,T" la série (formelle)
génératrice de ces nombres et P = )" n!T™" la série génératrice de toutes les per-
mutations. Montrer que toute permutation est une concaténation de permutations
indécomposables (par exemple, [3,4,1,2,6,5,8,9,7,10] = [3,4,1,2][6, 5][8,9, 7][10] €
S10). Décomposer toutes les permutations de G3.
Montrer que pour tout entier naturel n, [T"] I(T)? est le nombre de permutations
de G,, qui sont la concaténation de 2 permutations indécomposables. Généraliser en
interprétant la série I(T)P pour tout entier naturel p.
En déduire que P =1/(1 — I), puis que
1
I(T)y= 1- m
=T +T?%+31° 4+ 13T* 4 7T1T° + 461T° + 344777 4 290937 + . ..

(on pourra s’aider d’un logiciel de calcul formel pour le calcul des coefficients de degrés

supérieurs ou égaux a 5). Décomposer toutes les permutations indécomposables de
G3 et de G4 en produits de cycles a supports disjoints.
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Examen partiel (deux heures)

1 Question de cours (5 points)

1.1- Donner la définition d’un ensemble infini.

1.2- Donner un exemple d’ensemble infini et faire la preuve qu’il est infini.

2 Premier probleme (9 points)

2.1- Montrer que le nombre de 4-cycles du groupe symétrique Gg égale 756.
2.2- Décrire tous les éléments d’ordre 4 dans &g et calculer leur nombre.

2.3- Soit s la permutation de &g dont la décomposition en produit de cycles a supports
disjoints est s = (12)(34)(567). Calculer 'ordre de s et montrer que toute permutation
t de &g qui vérifie t2 = s est d’ordre 12.

2.4- Décrire tous les éléments d’ordre 12 de &g et calculer leur nombre. Trouver
toutes les permutations ¢ de &y telles que t? = s.

3 Second probléme (6 points)

On appelle marche de Delannoy une marche {N, E, NE} de Z? partant de l'origine,
c’est-a-dire une marche de Z? partant du point (0,0) et dont les déplacements élémen-
taires sont pris dans I'ensemble {(0,1),(1,0),(1,1)}. Pour tout (p,q) € Z?, on note
D(p, q) le nombre de marches de Delannoy aboutissant au point (p, q) (ces nombres
sont les nombres de Delannoy).

3.1- Pour tout n € N, calculer les nombres D(0,n), D(n,0), D(1,n) et D(n,1).

3.2- Montrer que pour tous les entiers naturels non nuls p et ¢, on a la relation
récursive

D(p,q)=D(p—1,9—1)+D(p—1,9) + D(p,qg — 1).

3.3- Calculer D(3,4) (on pourra utiliser, en justifiant, un tableau & la Pascal).

]
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3.4~ Par convention, on étendra la notation des coefficients binomiaux par la regle

k¢ {0,1,...,n} = (Z) =0

Démontrer que pour tous les entiers naturels p et ¢, on a la formule close
_ q\(pta—k
D(p,q)—z<k) ( g )
k>0

Quel est le nombre de termes non nuls dans le second membre de cette formule ?
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° ’ ° °
Corrigé succinct du partiel

2 Premier probleme

2.1- Le nombre de 4-cycles de Gg est (Z

premier terme, choix du 4-cycle & support donné pour le second).

2.2- La décomposition en produit de cycles a supports disjoints d’une permutation

d’ordre 4 contient au moins un cycle d’ordre 4 et est constituée de transpositions

et de 4-cycles (l'ordre d’une permutation est le ppcm des longueurs des cycles de sa

décomposition). Ainsi, toute permutation d’ordre 4 de &g est-elle conjuguée a 1'une

des permutations suivantes : (1234), (1234)(56), (1234)(56)(78), (1234)(5678).

Le nombre de 4-cycles a été calculé au 2.1-.

Le nombre de permutations conjuguées a (1234)(56) est (Z) x 3! x (5> = 7 560

) x 3! = 756 (choix du support pour le

2
(choix d’un 4-cycle, choix d’une transposition & support dans le complémentaire du
support du 4-cycle choisi).

Le nombre de permutations conjuguées a (1234)(56)(78) est (Z) x 3! <g) X <g) X

3= 11 340 (méme principe de calcul ; le % sert a ne compter qu'une fois les produits

de transpositions & supports disjoints : par exemple, (56)(78) = (78)(56)).

Selon les mémes principes de calcul, le nombre de permutations conjuguées au produit
1

(1234)(5678) est 5 x (Z) x 31 (i) x 3! = 11340.

2.3- Le ppcm de 2, 2 et 3 est 6 : I'ordre de s est 6. Si t? = s, alors t'2 = id : l'ordre

de t divise 12. Comme s est d’ordre 6, I'ordre de ¢t n’est ni 1, ni 2, ni 3, ni 4, ni 6 :

c’est 12.

2.4~ Les éléments d’ordre 12 de &g sont conjugués au produit d’une permutation

d’ordre 4 et d’'une permutation d’ordre 3 dont les supports sont disjoints. D’apres la

question 2.1, cela entraine qu’un élément d’ordre 12 de Gy est nécessairement conjugué

& (1234)(567) ou & (1234)(56)(789).

Ilya (Z) x 3! x (g) x 2! = 15 120 permutations conjuguées a (1234)(567) (choix

d’un 4-cycle, choix d’un 3-cycle a support complémentaire). De la méme facon, il y a

(Z) x 3! x <g) x 21 = 15 120 permutations conjuguées a (1234)(56)(789).

Soit t € Gy telle que t2 = s. (D Si t est conjuguée & (1234)(567), soient a, b,
¢, d, e, f, g dans {1,...,9} tels que t = (abed)(efg). Alors, t* = (ac)(bd)(egf).
Cela impose les égalités suivantes : (ac)(bd) = (12)(34) et (egf) = (567) : t égale



(1324)(576) ou (1423)(576). @ Si t = (abcd)(efg)(hi), alors t? = (ac)(bd)(egf) et
un raisonnement analogue montre que ¢ égale (1324)(576)(89) ou (1423)(576)(89). &
Ainsi, les solutions de 1’équation t2 = s sont-elles les 4 permutations (1324)(576),
(1423)(576), (1324)(576)(89) et (1423)(576)(89).

3 Second probleme

3.1- Il n’y a qu’une marche joignant 'origine au point (0,n) : celle dont tous les
déplacements élémentaires sont verticaux. Ainsi, D(0,n) = 1. De maniére analogue,
D(n,0) = 1.

Parmi les marches aboutissant & (1,n), il y a n marches contenant un déplacement
élémentaire diagonal (i.e. NE = (1,1)) et n + 1 marches {N,FE}. Au total, cela
montre que D(1,n) = 2n + 1. De méme, D(n,1) = 2n + 1.

3.2- On suppose que p > 1 et ¢ > 1. Si on enleve le dernier pas d’une marche de
Delannoy aboutissant au point (p, ¢), on obtient ou bien une marche aboutissant en
(p — 1,q) (suivie d’un pas E), ou bien une marche aboutissant en (p,q — 1) (suivie
d’un pas N), ou bien une marche aboutissant en (p — 1,¢ — 1) (suivie d’un pas NE).
Cela montre la formule récursive demandée.

3.3- La formule récursive et les valeurs initiales D(0,n) = 1 = D(n,0) permettent
de dresser de proche en proche le tableau des valeurs des nombres de Delannoy. Les
premieres valeurs de ce tableau sont

1 1 1 1 1 1
1 3 5 7 9 11

1 5 13 25 41 61

1 7 25 63 129 231

19 41 129 231 591

En particulier, D(3,4) = 129.

3.4- Le nombre de termes non nuls dans la somme de la formule est 1 + min{p, ¢}

puisque =0desquek>qg+1et <p+cq]—/€) =0deés que k>p+1.

q
k
On démontre la formule annoncée par récurrence sur la somme p + ¢q. Si p = 0, seul
le terme d’indice k¥ = 0 est non nul dans la somme ; il vaut alors 1 = D(p,0) : la
formule est vraie. De méme, elle est vérifiée lorsque ¢ = 0.

On suppose quep > let g > 1. Alors, D(p,q) = D(p—1,q)+D(p,q—1)+D(p—1,9—1)
selon la formule récursive. Par hypotheése de récurrence, cela entraine successivement

que D(p,q) = Zkzo(i) <P+(J;k—1) +Zk20<q;1> <p+g:llc—1) N

q—1\(p+tq—k—2)\ _ g\ (ptqg—k —k —k
e (13 () B () (71 e i
q—1\(pt+qg—k—-1Y\ _ qa\ (Ptq—kY\ pre—2k | & _
2k (k—l)( g—1 ) = Zk>0<k)< q )[’;Jrqqk + orrigl =
21@1 (Z) (p—i—(q] F : la formule est démontrée.
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Examen final (deux heures)

1 Premier probléme (12 points)

1.1- (Question de cours) Montrer que pour tout entier naturel non nul n,

zn:(—l)’f (Z) ~ 0.

k=0

1.2- (Question de cours) Soit (ay,),ey une suite de nombres complexes et soit (.S, )nen

la suite définie par
vneN, S, = Z (Z) Q.

k=0
Pour tout n > 0, donner et prouver une formule exprimant a,, en fonction des nombres
5%,0 f;k §§n.

1.3- On note A et S les séries formelles génératrices exponentielles de (a, )nen €t (S )nen
dans C[[T7]], a savoir

- N Snm
AT)=>" T et S(T) = > —T
n>0 n>0
Montrer que S(T') = exp(T') x A(T) et retrouver le résultat du 1.2- en utilisant cette
égalité.
1.4- On appelle dérangement toute permutation sans point fixe. Pour tout entier
naturel non nul n, on note d, le nombre de dérangements du groupe symétrique S,,.
On note également dy = 1. En exhibant une partition convenable de &,,, montrer que

pour tout entier naturel n,
n
n
n! = E (lﬁ) dn—k-

k=0
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1.5- Donner une formule close calculant d,, pour tout entier naturel n.

1.6- Si n et k sont des entiers naturels non nuls, calculer le nombre de permutations
de G,, ayant exactement k£ points fixes.

1.7- On rappelle que le nombre 1/e est la somme de la série alternée convergente
Loy
e n!

Montrer que d,, est le nombre entier le plus proche de nle™!

, pour tout n > 1.

2 Second probleme (8 points)

Soient m > 2 un entier naturel et A = {ay, ..., q,;,} un alphabet constitué de m lettres
distinctes. Pour tout entier naturel n, on note W, l’ensemble des mots de n lettres
prises dans l'alphabet A tels que la lettre a,,, n’apparaisse jamais deux fois consécutives.
Par exemple, ajoya,a10u, € Ws. On note enfin w, le cardinal de W, (en particulier,
Wo = 1)

2.1- Calculer wy, wy et ws.

2.2- Montrer que pour tout n > 0, wyro = (M — 1) (Wyt1 + wy).

[Indication : on pourra considérer la partition de W, o formée du sous-ensemble des

mots se terminant par une lettre différente de «,, et du sous-ensemble des mots se
terminant par a,,.]

2.3- On note W € Z[[T] la série génératrice ordinaire des nombres w;,, ¢’est-a-dire

W = i wy,T™.
n=0

Montrer que W est la série formelle d’une fraction rationnelle que 1’on calculera sous
forme irréductible.

2.4- Extension : soit £ > 2 un entier naturel. Montrer, par une méthode analogue, que
la série génératrice ordinaire des mots dans lesquels la lettre «,, n’est jamais répétée
k fois consécutives est la série formelle d’une fraction rationnelle dont le dénominateur
est de degré k.
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Examen (deux heures)

1 Question de cours (6 points)

1.1 Soient A et B des parties finies d'un ensemble. Est-il vrai que A et B sont disjointes
si, et seulement si Card(A U B) = Card A + Card B 7

1.2 Soient E un ensemble et N un entier naturel non nul. Ecrire soigneusement la
formule du crible qui exprime le cardinal d’une réunion de N parties finies Ay, ..., Ay
de E en fonction des cardinaux de leurs intersections.

1.3 Calculer le nombre d’entiers naturels inférieurs ou égaux a 1301 qui ne sont mul-
tiples ni de 10 ni de 13 ni de 21.

2 Probléeme (14 points)

On note Ey = ) et, pour tout entier naturel non nul p,
E,={1,2,...,p} ={zeN, 1<z <p}

Si n et k sont deux entiers naturels, on note S(n, k) le nombre de surjections de E,

n
dans Fj, et { A

Partie A : nombre de sujections
2.1 Justifier rapidement que S(n,k) =0sin+1 < k.

} le nombre (entier naturel) de Stirling de seconde espece usuel.

2.2 Calculer S(n,n) pour tout n € N.
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2.3 On suppose que n et k sont des entiers supérieurs ou égaux a 1.

2.3.1 Calculer, en fonction de S(n — 1,k — 1), le nombre de surjections de E,, dans
E}, pour lesquelles f~![f(n)] est un singleton de FE.

2.3.2 Calculer, en fonction de S(n — 1,k), le nombre de surjections f : E, — Ej
pour lesquelles f~![f(n)] a au moins deux éléments.

2.3.3 Déduire des questions précédentes la relation récursive

S(n,k) =kS(n—1,k—1)+kS(n—1,k).
2.4 Question de cours

Donner la définition des nombres de Stirling de seconde espece en termes de partitions
d’ensembles finis et donner une interprétation combinatoire de la formule récursive

n| Jn-—1 Lk n—1
Ef k-1 k ’
2.5 Démontrer, a 'aide de 2.3 et de 2.4, que pour tous entiers naturels n et k,

S(n, k) = k! {Z} (1)

2.6 Donner une interprétation combinatoire de la formule (1).

Partie B : nombres de Bell
Pour tout entier naturel n > 1, on note B, le n
de partitions de E,. On note également By = 1.

ieme nombre de Bell qui est le nombre

2.7 Montrer que si £ < n, le nombre de partitions de E, ; pour lesquelles n + 1 est

”) B, ..

dans une part contenant k£ + 1 éléments égale ( X

2.8 Montrer que, pour tout entier naturel n,
Zn n

2.9 On note B € R[[T7]] la série formelle
Tn
B=) B
n>0
Montrer que B’ = B - exp(T’) (ou B’ désigne la série formelle dérivée de B).
2.10 Déduire des questions précédentes que B(T) = exp(el — 1).

2/2



UvsQ 2010/2011

Licence de sciences et technologie, santé

LSMAS510 (combinatoire), L3 mathématiques et L3 informatique
Mercredi 10 novembre 2010

Examen partiel
(une heure et demie)

1 Question de cours (4 points)

1- Enoncer le théoréeme des bergers.

2- Calculer le nombre de Stirling de premiere espece [g] .

2 Probléeme 1 (8 points)
Dans tout le probleme, n, p et ¢ sont des entiers naturels non nuls. Pour tout entier naturel &, on
note Ej I'ensemble des entiers naturels non nuls inférieurs ou égaux a k.

On appelle g-arrangement de longueur p de E, I'ensemble des p-uplets de parties deux a deux
disjointes de E,, dont le cardinal égale ¢. On note A, ,, ; 'ensemble des g-arrangement de longueur
p de E,. Autrement dit, si 'on note P,(E,) 'ensemble des parties de E,, dont le cardinal égale g,

Anpqg=1{(A1,...,Ap) € Pe(E,)P; Vk,l, k#1= AN A = 0}.
Enfin, on note ay, p 4 le cardinal de A, ; 4.
1- Donner trois éléments de A7 2 3 dans lesquels le nombre 5 n’apparait pas.
2- Justifier rapidement que n < pg — 1= ay p 4 = 0.

3- Questions de cours : calculer a, ;1 et a, 14 en fonction de n, p et ¢ (on ne demande pas,
dans cette question, de démontrer les théorémes du cours utilisés).
4- Les questions suivantes consistent & prouver la formule générale : si n > pq, alors

n!

s G o= )t W

4.1- A 'aide du raisonnement combinatoire rapide ci-dessous et d’un calcul élémentaire, justifier la
formule (1) : pour fabriquer un g-arrangement de longueur p de E,,, on choisit d’abord une partie
a q éléments de E,,, puis une partie a q éléments parmi les n — q éléments restants, puis une partie
a q éléments parmi les n — 2q éléments restants, etc.

4.2- Les questions suivantes ménent & une preuve davantage argumentée de la formule (1). Montrer
que si p > 2 et si n > pq, application

I An,p,q - An,p—l,q
(A17.-.,Ap) —> (Al,...7Ap_1)

est bien définie, surjective, et que ses fibres ont toutes pour cardinal (n B Z; ¢+ q)-
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4.3- Déduire de la question précédente que si n > pq, alors ap pq = (n B pqq + q> Gnp—1,q-

4.4- Déduire de la question précédente une preuve de la formule (1).

3 Probléeme 2 (8 points)

Dans tout le probleme, p et ¢ sont des entiers naturels non nuls. Pour tout entier naturel k£, on
note Ej I'ensemble des entiers naturels non nuls inférieurs ou égaux a k.

1- Premiers exemples
1.1- Expliciter toutes les partitions de I’ensemble {1,2,3,4,5,6} en 2 parties & 3 éléments.

1.2- Calculer le nombre de permutations de S qui se décomposent en un produit de deux 3-cycles
a supports disjoints.

1.3- Calculer le nombre d’applications de {1,2,3,4,5,6} dans {1,2} dont toutes les fibres ont
exactement 3 éléments.

2- Partitions
Montrer que le nombre de partitions de E,,; en p parties a ¢ éléments égale

(pq)!

pH(gh)?”

On pourra par exemple utiliser application (A, ..., A4,) — {A1,..., Ay} qui & tout g-arrangement
de longueur p de E,, associe la partition de F,, qui lui correspond. La notion de g-arrangement
est définie au début du probléme 1 ; on pourra, si I’on veut, utiliser la formule (1).

3- Permutations
Montrer que le nombre de permutations de G, qui se décomposent en p cycles de longueur ¢ a
supports disjoints égale

(pq)!

plg?
On pourra, si 'on veut, définir une application appropriée qui mene au résultat a I’aide du théoréeme
des bergers.

4- Applications a fibres équipotentes
Montrer que le nombre d’applications de E,, dans E, dont les fibres ont toutes g éléments égale

(pg)!
(¢)"”
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Corrigé succinct du partiel

1 Probléme 1

1- Par exemple, ({1,2,3},{4,6,7}), ({4,6,7},{1,2,3}) et ({1,2,4},{3,6,7}).

2- Si (A1,...,4p) € A, 4, la réunion — disjointe — des Ay est une partie de E,, de cardinal pg.
Ainsi, A, , ¢ # 0 = pg < n, ce qu'’il fallait démontrer.

3- Un l-arrangement de longueur p est un p-uplet de singletons : il y en a autant que d’arrangements
standards de p éléments. Ainsi, a,, ,1 = nl/(n —p)!.

Un g-arrangement de longueur 1 est une partie a g éléments : a1, = (Z)

4.1- Le raisonnement suggéré conduit a la formule

(VL) () ()

Apres expression des coefficients du binéme en terme de factorielles, la simplification de cette
fraction conduit & la formule (1).

4.2- 81 (A1,...,Ap) € Ay p g, alors Ay, ... Ap_1 sont des parties deux & deux disjointes de cardinal
gde E, : le (p—1)-uplet (A1,...,A,_1) appartient & A, ,_1 4. Ainsi, I'application est bien définie.
Si(A1,...,Ap-1) € Ay po1,4 €t sin > pg, le cardinal de By, \ U, <j<,, 1 Ak est supérieur ou égal
a ¢q. Cet ensemble contient donc au moins une partie 4, a ¢ éléments. Dans ces conditions,
f(A1,...,Ap) = (A1,...,Ap_1). Cela montre que f est surjective.

En poursuivant le raisonnement qui précede, on montre que la fibre par f de (Aq,..., Ap—1) est
I’ensemble des parties a g éléments de F, \U1 <k<p—1 Aj. Comme le cardinal de ce dernier ensemble

est n — (p — 1)g, cette fibre contient (n - (];_ 1)(]) éléments.

4.3- Appliquer le théoreéme des bergers a f.

4.4- Par récurrence sur p, & q et n fixés.

2 Probleme 2

1.1- {{1,2,3},{4,5,6}}, {{1,2,4},{3,5,6}}, {{1,2,5},{3,4,6}}, {{1,2,6},{3,4,5}},
{{1,3,4},{2,5,6}}, {{1,3,5},{2,4,6}}, {{1,3,6},{2,4,5}},

{{1,4,5},{2,3,6}}, {{1,4,6},{2,3,5}},

{{1,5,6},{2,3,4}}. Il y en a dix.

1.2- Pour construire une telle permutation, on choisit d’abord le support d’'un premier 3-cycle
( (g) possibilités), puis un 3-cycle ayant ce support-la (2! possibilités), puis un 3-cycle dont le
support est le complémentaire (2! possibilités). On a ainsi compté deux fois tous les produits
cd = cc : il faut encore diviser le résultat par deux. On obtient (g) X 2 X2 X % = 40 produits

de 3-cycles a supports disjoints.
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Autre raisonnement : & chaque partition de la question 1.1- correspond 4 produits de 3-cycles a
supports disjoints. Le théoreme des bergers montre encore que le nombre cherché est 4 x 10 = 40.

1.3- Les fibres d’une telle application forment une partition de {1,2,3,4,5,6}. Chacun de ces
partitions donne lieu & deux telles applications (choix d’une image dans {1,2} pour chacune des
parties). On obtient ainsi 2 x 10 = 20 applications de {1,2,3,4,5,6} dans {1,2} dont toutes les
fibres ont exactement 3 éléments.

2- L’application (Ai,...,4,) — {A1,...,A4,} indiquée par 1’énoncé est surjective et ses fibres
ont toutes p! éléments (ordonner As,..., A, revient & choisir une permutation de &,). Ainsi,
par le théoreme des bergers, le nombre de partitions de E,; en p parties a ¢ éléments égale

i#.qu,p,q = %, la derniere égalité venant de la formule (1) du probleéme 1, en prenant n = pq.

3- Soit g 'application qui & une permutation qui se décompose en p cycles de longueur ¢ a supports
disjoints associe la partition de {1,...,pq} formée par les p supports de ses cycles. L’application
g est clairement surjective et ses fibres ont toutes pour cardinal ((¢ — 1)) : en effet, une partition
{Ai,..., Ay} étant donnée, on a (g — 1)! choix pour un g-cycle de support Ay, (¢ — 1)! choix pour
un g-cycle de support As, etc. Le théoreme des bergers permet de conclure avec le résultat de la
question 2-.

4- Une application E,, — F, dont les fibres ont toutes ¢ éléments étant donnée, la famille de ses
fibres forme une partition de E,, en p parties a g éléments. Soit h 'application qui & une application
E,, — E, dont les fibres ont toutes ¢ éléments associe la partition de ses fibres. L’application h
est clairement surjective, et ses fibres ont toutes p! éléments. En effet, une partition w de E,; en
p parties & ¢ éléments étant donnée, choisir un élément ¢ de la fibre A= ({w}) consiste & ordonner
les p parties de w (la premiere partie pour la fibre ¢=1({1}), la deuxiéme partie pour la fibre
¢ 1({2}), etc). On conclut encore avec le théoreme des bergers et le résultat de la question 2-.
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Examen
(deux heures)

1 Question de cours (4 points)

1- Soient a, b et ¢ les permutations de &g définies par les produits de cycles suivants :
a=(51,7,9,8,2)(3,4) ;

b=(5,7,8)(1,9,2) ;

c=(3,6,4).

Les permutations a et b commutent-elles ? Les permutations b et ¢ commutent-elles 7

2- Le nombre de permutations de &g qui ont exactement 3 orbites est-il égal a 1221 ?

2 Probléme (12 points)

Un chemin de Motzkin est un chemin continu du plan R? constitué de pas Nord-Est (1, 1), Sud-Est
(1,—1) ou Est (1,0) et restant entierement dans le premier quadrant {(z,y) € R?, z >0, y > 0}.
Par exemple, le chemin de Motzkin de la figure 1 relie lorigine au point (18, 0).

Figure 1: Un exemple de chemin de Motzkin.

Pour tout entier naturel n, on note M, le nombre de chemins de Motzkin qui relient I'origine
au point (n,0). On note également M la série génératrice des nombres M,,, c’est-a-dire la série
formelle
M=) M,T" € R[[T]].
n>0
1- Pour tout k € {0,1,2,3}, dessiner tous les chemins de Motzkin reliant origine & (k,0) et
calculer M.

2- Pour tout entier naturel n, calculer le nombre de chemins de Motzkin reliant l'origine & (n+1,0)
et commencant par un pas Est en fonction des My, k =0...n.

3- Pour tout entier naturel n, montrer que le nombre de chemins de Motzkin reliant 1'origine a
(n+2,0) et ne touchant I’axe des abscisses qu’en lorigine et en (n + 2,0) égale M,
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4- Pour tout entier naturel n > 2 et pour tout entier k € {2,...n + 1}, calculer le nombre de
chemins de Motzkin reliant 1'origine & (n+ 1,0) qui recoupent 1’axe des abscisses pour la premiére
fois en (k,0) en fonction des My, k=0...n.

5- Soit n un entier naturel. Déduire des questions précédentes la formule de récurrence

n+1
Vn >0, My =My, + Z My oMy 41 (1)
k=2

(on pourra exhiber une partition de I’ensemble des chemins de Motzkin reliant I'origine & (n+1,0)
qui conduise au résultat).

6- Montrer que la formule (1) équivaut &

n
¥n 20, Myto = Mug1+ Y MMy,
k=0

et en déduire la relation
T°M* -~ (1-T)M +1=0
dans 'anneau de séries formelles R[[T]].

7- Question de cours
Donner la définition de la série formelle v/1 + T € R[[T]] et justifier existence de la série formelle

V1-2T — 372 € R[[T]].

8- Démontrer que
1-T—+1—2T — 377

M
2772

9- Calculer Ms5.

3 Travail de synthése (4 points)
Dans les trois pages suivantes figure une liste de six thémes combinatoires. Choisir un théme, en

donner les grandes lignes de I'argumentation et énoncer les résultats attendus. La rédaction ne
dépassera pas une page manuscrite.
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Liste de themes combinatoires

1- Ensemble triadique de Cantor

L’ensemble triadique de Cantor est l'ensemble des nombres réels de lintervalle [0,1] dont le
développement en base 3 ne contient aucun 1. Donner une interprétation géométrique de cette
propriété sur le segment [0, 1]. Adapter la preuve de la non dénombrabilité de R du cours pour
montrer que ’ensemble triadique de Cantor n’est pas dénombrable (on pourra montrer et utiliser
que le développement en base trois d’'un nombre de cet ensemble est unique).

2- Rotation dans les arbres

A chaque arbre plongé et enraciné a n sommets A on associe un arbre binaire plongé et enraciné
a n feuilles B de la fagon suivante (cette application est décrite ici de fagon non formelle et peut
se faire de proche en proche en suivant la numérotation “en largeur” des noeuds de A) :

- on décrit les générations de gauche a droite ; ainsi, la fille la plus a gauche d’un noeud donné est
appelé sa fille ainée, la seconde est appelée seur cadette de la précédente, etc ;

- on élimine la racine de A et les nceuds internes de B sont les noeuds de A, la racine de B étant
la fille ainée de la racine de A ;

- la fille ainée d’un nceud de A reste sa fille gauche dans B, alors que la sceur cadette d’un noeud
de A devient sa fille droite dans B ;

- Parbre unaire-binaire ainsi obtenu (au milieu dans la figure) est complété en un arbre binaire (&
droite dans la figure).

Un exemple de ces étapes est dessiné dans la figure 2. Montrer que cette construction réalise
une bijection entre les arbres plongés et enracinés a n sommets et les arbres binaires plongés et
enracinés a n feuilles. En déduire le nombre d’arbres binaires plongés et enracinés a p nceuds, pour
tout entier naturel non nul p.

Figure 2: “rotation” d’un arbre A en arbre binaire B

3- Partitions : nombres de Bell

Pour tout entier naturel non nul n, le n nombre de Bell est le nombre B,, de partitions d’un
ensemble X & n éléments, c’est-a-dire le nombre de relations d’équivalence sur X. Par commodité,
on note également By = 1.

Calculer les nombres de Bell B, pour n < 4 en explicitant les partitions comptées. Calculer les
nombres de Bell B, pour n < 7 “a la Pascal” en montrant qu’ils sont sommes de nombres de
Stirling de seconde espece. En raisonnant sur la combinatoire des partitions, démontrer la relation
de récurrence, valable pour tout n > 0 :

Bpi1 = Z (Z) By.

k=0

iéme
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On note B = B(T) la série génératrice exponentielle des nombes de Bell : B est la série formelle

B(T)=> %T”.

n>0

En calculant la dérivée de B en fonction de B, montrer que B(T) = e’ ~1. A l'aide d’un logiciel
de calcul formel, écrire les vingt premiers nombres de Bell.

4- Partitions d’entiers, diagrammes de Ferrers

Une partition d’un entier naturel non nul n est une suite décroissante (ay,as,...,a,) d’entiers
non nuls dont la somme vaut n. Le nombre m est la longueur de la partition et les entiers ay
en sont les parts. On représente une telle partition par son diagramme de Ferrers, empilement
de m lignes de points (ou de carrés) justifiées a gauche, chaque ligne contenant de haut en bas
respectivement a; points, as points, etc. L’exemple ci-dessous est le diagramme de Ferrers de la
partition (6,5,3,3,1,1,1) de lentier 20 ; sa longueur est 7.

[ ] L) [ ] L)
[ [ ] [ ]

[} [ ) [ ]

[} [ ) [ ]

[ ]

[}

[ ]

La partition conjuguée d’une partition A = (a1, ag, ..., a,,) est la partition du méme entier dont le

diagramme de Ferrers a pour lignes les colonnes du diagramme de Ferrers de \. Ainsi, la partition
conjuguée de 'exemple précédent est (7,4,4,2,2,1) ; son diagramme de Ferrers est le suivant.

Calculer toutes les partitions des entiers de 1 a 5 et leurs partitions conjuguées. Pour tout entier
non nul n, on note p(n) le nombre de partitions de n. Montrer que le nombre p(n,m) de partitions
de n de longueur inférieure ou égale a m satisfait les relations de récurrence

{ V(n,m), m>n > 1:>p(n,m):p(n);
Y(n,m), n>m >2= p(n,m) =p(n,m-—1)+pn—m,m)

et les conditions initiales p(n,1) = 1 (on notera par commodité p(0, m) = 1 également). Montrer
a l'aide des diagrammes de Ferrers que pour tout n > 1, le nombre de partitions de n en au
plus m parts est le nombre de partitions de n en parts inférieures ou égales a m. Dans cette
correspondance, que vaut le nombre de partitions de longueur m de n ?

Montrer que le nombre de partitions de n en parts impaires distinctes est le nombre de partitions
de n égales & leur propre conjuguée (on parle de partitions auto-conjuguées). [A cet effet, on
pourra “plier” les lignes du diagramme de Ferrers d’une partition & parts impaires distinctes par
leur milieu.]

5- Parenthésages, triangulations d’un polygone régulier et Catalan

Montrer que le nombre de parenthésages pour le calcul d’un produit X;X,...X,, est le niome
nombre de Catalan C,. Montrer que ce nombre est également le nombre de triangulations d’un
polygone convexe (régulier) & n+ 2 c6tés (voir la figure 3, exemple de triangulation de I'octogone).
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Figure 3: une triangulation de 1'octogone

6- Permutations zig-zag et arbres décroissants

Un arbre croissant est un arbre binaire plongé et enraciné dans lequel chaque nceud est muni
d’une étiquette de sorte que toutes les étiquettes soient distinctes et que ces étiquettes forment
une suite croissante lorsqu’on suit n’importe quelle branche de 'arbre a partir de la racine. On
associe a chaque permutation de &,, un arbre croissant défini récursivement de la fagon suivante :
on décompose la suite des images en le triplet formé de son minimum, la suite des images a gauche
de ce minimum, la suite des images a droite de ce minimum. La récursivité se fait en considérant
les suites gauches et droites comme des permutations des nombres écrits.

Ainsi décompose-t-on la permutation s = [5,3,6,1,2,7,9,4,8] en ([5,3,6],1,[2,7,9,4, 8]), on pour-
suit, et on associe & s ’arbre croissant de la figure 4.

[5 3 6 1 27 9 4 8]

Figure 4: arbre croissant associé & la permutation s = [5,3,6,1,2,7,9,4, 8]

Montrer que cela définit une bijection entre les arbres croissants a n sommets et les permutations
de n objets.

Une permutation s est dite alternante lorsque s(1) > s(2) < s(3) > s(4)---. En caractérisant les
arbres croissants associés aux permutations alternantes d’un nombre impair d’objets, trouver une
formule récursive sur leurs nombres et donner une interprétation combinatoire des coefficients du
développement de Taylor a l'origine de la fonction tangente.
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Corrigé succinct de ’examen

Probléme
1- On trouve que My = M; =1, My = 2, M35 = 4.

2- Un chemin de Motzkin reliant 'origine a (n + 1,0) et commencant par un pas Est est constitué
d’un pas Est suivi par un chemin de Motzkin reliant (1,0) & (n+1,0). Comme le nombre de chemins
de Motzkin reliant (1,0) & (n+1,0) égale le nombre de chemins de Motzkin reliant ’origine & (n, 0)
(le translaté d'un chemin de Motzkin par le vecteur (1,0) est encore un chemin de Motzkin), le
nombre cherché est M,,.

3- Un chemin de Motzkin reliant 'origine & (n + 2,0) et ne touchant 1’axe des abscisses qu’en
Porigine et en (n + 2,0) est constitué successivement d’un pas Nord-Est, d’'un chemin de Motzkin
reliant (1,1) & (n41,1) puis d’un pas Sud-Est. Comme l'image par la translation de vecteur (1, 1)
d’un chemin de Motzkin est un chemin de Motzkin, le nombre cherché est le nombre de chemins
de Motzkin reliant origine & (n,0), ¢’est-a-dire M,,.

4- Un chemin de Motzkin reliant lorigine & (n+ 1,0) qui recoupe 1’axe des abscisses en (k,0) pour
la premiere fois est constitué successivement :

- d’un chemin de Motzkin reliant origine & (k,0) et ne touchant ’axe des abscisses qu’en 1'origine
et en (k,0) ;

- d’un chemin de Motzkin reliant (k,0) a (n + 1,0).

En utilisant les deux questions précédentes, on montre que le nombre cherché égale My_oM,, 1.

5- Un chemin de Motzkin reliant l'origine & (n + 1,0) commence par un pas Est (question 2) ou
bien recoupe l'axe des abscisses pour la premiere fois en (k,0), k =2,...,n+ 1 (question 4). Cela
décrit une partition de I’ensemble des chemins de Motzkin reliant lorigine & (n 4+ 1,0) qui méne a
la formule requise.

6- La formule (1) écrite au rang n + 1 s’écrit My,40 = M,411 + ZZ;; My _oM,, 2. Le résultat
s’en déduit par changement d’indice de sommation (poser k' = k — 2). En multipliant la formule
démontrée par T2 et en sommant sur tous les n > 0, on obtient

Z M, 2T = Z My T2 4+ 77 Z i MM, _ | T7,

n>0 n>0 n>0 \ k>0

qui s’écrit encore M — 1 —T =T(M — 1) + T?M? : c’est la formule demandée.

7-V1I+T=(1+T)/2 = > ons0 (17/12> T™ (coefficients du bindéme généralisés). Comme la série

—2T — 3T? a un terme constant nul, on peut effectuer la substitution indiquée.

8- On résout I'équation de degré deux de la question 6. La solution devant étre une série formelle

. o . . — 1— — 2
(seuls les puissances positives ou nulles de T" sont admises), la solution % est exclue.

9- On trouve M5 = 21, par exemple avec la formule (1). Un logiciel de calcul formel fournit le
début du développement de M :

M =1+T+2T?+4T3 +9T* +21T° +51T% + 12777 + 323T% + 835T° + 218870 + 57987 + . ..
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Examen (deux heures)

1 Question de cours (3 points)

Soit A = > a,T™ € R[[T]] une série formelle. Démontrer que les propriétés (i) et (ii) ci-dessous
sont équivalentes.

(i) A est une fraction rationnelle dont le dénominateur est de valuation nulle et de degré inférieur
ou égal a 2 ;

(ii) il existe un entier naturel N et deux nombres réels u et v tels que Vn > N, ap10 = utn41+vay,.

2 Exercice (5 points)

Pour tout n € N, soit a, le nombre de couples (z,y) de nombres entiers naturels solutions de
Péquation 3z 4+ 4y = n. On note A € Z[[T]] la série formelle

A= Z a,T".

n>0

1- Montrer, par un argument combinatoire, que A égale la fraction rationnelle

1

A= o ma-Ty

2- Trouver une relation de récurrence linéaire que satisfait la suite (a,)nen & partir d’un certain
rang. Donner une interprétation combinatoire de cette relation de récurrence.

3 Probléeme (12 points)

Sim et p sont deux entiers naturels, on note S, ,,, le nombre entier
m
+k
Sm=3 (7"
k=0

ou la notation usuelle ( Z) désigne le coefficient du binéme. L’objet de ce probléme consiste en

quatre approches du calcul explicite d’une formule close des Sp .
1. Pour tous les entiers naturels m et p, calculer So m, S1,m, Sp,0, Sp,1 €t Sp 2.

2. Méthode algébrique
Pour tout couple (p, m) d’entiers naturels, on note G, € Z[X] le polynéme

Gp,m:z( : )xk.
k=0
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2.1. Pour tout (p, k) € N2, calculer
dP
p+k
T (XPHRY.

2.2. En déduire que pour tout (m,p), on a ’égalité

1 dp Xp _ xmtpt+l
P pldXp ( 1-X )

dans l'anneau des séries formelles Q[[X]].

2.3. En faisant le changement de variable Y = X — 1, calculer le développement de Taylor en

X =1 du polynoéme
XP — Xmtrtl

1-X

2.4. Calculer S, en fonction de Gj , ; en déduire une formule qui exprime Sj ,,, en fonction de
m et p sans intervention du signe X.

3. Premiére méthode combinatoire
Soient m et p sont des entiers naturels.
3.1. Soit k un entier naturel tel que 0 < k < m + p. Dans ’ensemble {0, 1,...m + p}, combien y

a-t-il de parties a p + 1 éléments dont le maximum soit &k 7

3.2. En partitionnant convenablement les parties & p+ 1 éléments de {0, 1, ... m+ p}, montrer que

_(m+p+1

4. Seconde méthode combinatoire
Soient m et p sont des entiers naturels.

4.1. Question de cours

Quel est le nombre de solutions (z1,...,7p+1) € NPT de I'équation
p+1
Z rp=m?"?
k=1

Quel est le nombre de solutions (z1,...,2p41) € NP*! de I'inéquation
p+1

Zxk <m? (2)
k=1

4.2. En partitionnant convenablement les solutions en nombres entiers de I'inéquation (2), démontrer
la formule (1).

5. Preuve par récurrence
Donner directement une preuve par récurrence de la formule (1).
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Examen partiel

1 Question de cours (4 points)

Soient A et ¢ deux entiers naturels tels que 2 < ¢ < A.

Donner la signature et le nombre d’orbites d’un ¢-cycle du groupe symétrique S 4.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur £ pour qu'un ¢-cycle soit une per-
mutation paire.

2 Deux formules combinatoires (5 points)

2.1- Est-il vrai que pour tout n € N*, on ait

nv:i[ﬂ

k=1

ou {Z} désigne le nombre de Stirling de premiere espece ?

2.2- Si n et d sont des entiers naturels non nuls,

(220757

Donner une interprétation combinatoire de cette formule. En donner une preuve en
utilisant la formule du triangle de Pascal sur les coefficients binomiaux.

3 Probléme (11 points)

Soit n un entier naturel non nul. On note E, = {1,2,...,n} et &,, le groupe des
permutations de E,,.

Sil<p<mnetsiay,...a, sont des éléments distincts de E,, on note (a1, ...ap) le
p-cycle de support {aq, . ..a,} envoyant a, sur a; et aj sur ag4+1 lorsque 1 < k < p—1.
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Une permutation sera dite sous forme standard lorsqu’elle est écrite comme produit
de cycles a supports disjoints dans les conditions suivantes :

- tous les cycles sont écrits, y compris les cycles de longueur 1 ;

- chaque cycle est écrit en plagant le plus grand élément de son support en premiere
position ;

- les cycles sont ordonnés par ordre croissant de leur premier élément.

Par exemple, la permutation (3)(6,1)(8,2,7)(9,5,4) € &g est écrite sous forme stan-
dard. On admet qu’une telle écriture est unique (résultat élémentaire).

Sio € &, on note ¢ = [o(1),...,0(n)] ; autrement dit, la notation entre crochets
désigne la suite des images. La notation [o(1),...,0(n)] sera appelée forme-ligne
de la permutation o.

3.1- Ecrire les permutations s = [1,7,9,3,2,6,5,4,8] et t = [4,5,6,7,8,9,1,2,3] de
Sy sous forme standard. Ecrire la forme-ligne des permutations u = (5,4)(8,2,1,5)
et v=(4,1,3)(9,6,2,7,8) de &y.

3.2- On définit l'application ® : &,, — &,, de la fagon suivante : si o € G,,, on écrit
o sous forme standard ; on oublie les parentheéses dans cette écriture et on considere
la suite d’entier obtenus comme la forme-ligne d’une nouvelle permutation ®(o).
Exemple dans &g : si 0 = (4,1,3)(5)(6,2) (écriture sous forme standard), alors
®(0)=1[4,1,3,5,6,2].

3.2.1- Ecrire ®(s), ®(t), ®(u) et ®(v) sous forme standard.

3.2.2- Montrer que ® est une bijection en en décrivant la réciproque. Calculer ®~1(u).

3.3- Soit k € E,,.

3.3.1- Soit 0 € &,,. On suppose que 'orbite de n sous o contient k éléments. Calculer
l'image réciproque de n par ®(o).

3.3.2- Combien y a-t-il de permutations 7 € &,, telles que 7(n — k+ 1) = n ?
En utilisant la bijection ®, en déduire que le nombre de permutations de &,, pour
lesquelles l'orbite de n contient k éléments égale (n — 1)!.

3.4~ Soient ¢ et j dans E,, quelconques. Combien y a-t-il de permutations de &,
pour lesquelles I'orbite de ¢ a pour cardinal j 7

3.5- Combien y a-t-il de permutations o € &,, pour lesquelles o(n) > o(n — 1) ?
En déduire, a l'aide de la bijection @, que le nombre de permutations de &, pour
lesquelles n et n — 1 sont dans la méme orbite est %’

3.6- Soient ¢ et j dans E,, quelconques. Combien y a-t-il de permutations de &,
pour lesquelles ¢ et j sont dans la méme orbite ?
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Corrigé succinct du partiel

2.1- Oui. Les n! permutations de &,, se partitionnent selon le nombre de leurs orbites.
Si 1 < k < n, le nombre de permutations de &,, ayant k orbites est le nombre de

Stirling {Z} . D’ou la formule.

2.2- Le nombre de mondmes a n indéterminées et de degré inférieur ou égal a d est

" :L_ d) ; le nombre de monoémes a n indéterminées et de degré d est (n ZEI 1)

(résultats du de cours). Les monomes & n indéterminées et de degré inférieur ou égal
a d se partitionnent selon leur degré ; d’ou la formule.
Preuve via le triangle de Pascal :

ZZ:O <n—|—f; 1) = 1+ZZ:1 [<n+k) - <n+k— 1)] Ces sommes se télescopent,

n n n
ce qui implique que ZZ:O (”:ﬁ;l) 14+ (n:d) B (Z) _ (n;l;d)

3.1- On procede en deux temps : s = (9,8,4,3)(7,5,2)(6)(1) = (1)(6)(7, 5,2)(9, 8,4, 3)
et t = (9,3,6)(8,2,5)(7,1,4) = (7,1,4)(8,2,5)(9, 3, 6).
Directement, u = [4,1,3,5,8,6,7,2,9] et v =[3,7,4,1,5,2,8,9,6].

2

v =
3.2.1- Par un calcul analogue, ®(s) = [1,6,7,5,2,9,8,4,3] = (1)(9,3,7,8,4,5,2,6) et
®(t) = [7,1,4,8,2,5,9,3,6] = (8,3,4)(9,6,5,2, 1
On écrit u sous forme standard : u = (3)(6)(7)(
dott ®(u) = [3,6,7,8,2,1,4,5,9] = (8
standard : v = (4,1,3)(5)(9,6,2,7,8),

dott B(v) = [4,1,3,5,9,6,2,7,8] = (3)(6)(9,8,7,2,1,4,5).

=)

1.4,
,7,4)(9). On écrit v sous forme

3.2.2- Pour montrer que ® est une bijection, il suffit de montrer que toute permutation
donnée sous forme-ligne est I'image par & d’une unique permutation donnée sous
forme canonique. Autrement dit, qu’il n’y a qu'une maniére de parenthéser une
forme-ligne pour écrire une forme standard.

On part ainsi d’une forme-ligne o = [ay, aq,. .., a,]. L’écriture du premier cycle de la
forme standard cherchée commence par a; et se termine nécessairement juste avant le
premier des aj qui soit > aj : si ky = min{k € {2,...,n},ar > a1}, le premier cycle
de la forme standard formée sur [ay,...,a,] est (a1,...,ar,—1). En procédant ainsi
de maniére récursive & partir de la suite (ag,,...,an), on obtient une permutation
U (o) écrite sous forme standard dont 'image par @ est o.
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11 est alors immédiat de vérifier que ® o ¥ = Vo ® = idg,. En particulier, ® est
bijective.

Avec cet algorithme, on trouve ®~!(u) = ¥(u) = (4,1,3)(5)(8,6,7,2)(9) et D~ 1(v) =
(3)(7,4,1,5,2)(8)(9,6) (formes standard).

3.3.1- Sil’orbite de n sous o contient k éléments, le dernier cycle de I’écriture standard
de o commence par n et est de longueur k. Ainsi, dans la forme-ligne de ®(o),
Pélément n est placé au rang n — k + 1, ce qui signifie que ®(o)(n —k + 1) = n, ou
encore que (o)~ (n) =n—k+ 1.

3.3.2- Il y a autant de permutations de &, qui envoient n + k — 1 sur n que
d’applications bijectives entre F,, \ {n —k + 1} et E,_1, c’est-a-dire (n — 1)!.
D’apres la question précédente, la bijection ® envoie ’ensemble des permutations pour
lesquelles l'orbite de n contient k£ éléments sur I’ensemble des permutations 7 telles
que 7(n + k — 1) = n. Cela montre que le nombre de permutations pour lesquelles
Porbite de n contient k éléments est aussi (n — 1)L

3.4- Quitte a renuméroter les éléments de F,,, on peut supposer que ¢ = n. Autrement
dit, en conjuguant par la transposition (¢, n) (par exemple), on montre que le nombre
de permutations pour lesquelles ’orbite de ¢ contient j éléments est aussi le nombre de
permutations pour lesquelles l'orbite de n contient j éléments : c’est (n — 1)! d’apres
la question précédente.

3.5- L’application &,, » &,,, 0 — oo (n—1,n) est une permutation de &,, (c’est une
involution). Elle envoie {0 € &, o(n) > o(n—1)} sur {c € &,,, o(n) <o(n—1)},
ce qui montre 1’égalité des cardinaux de ces deux parties de &,,. Comme ces deux
parties forment une partition de &,,, cela montre que le nombre cherché est %n!.
Dire que n et n — 1 sont dans la méme orbite sous 7 € &, signifie que ’écriture de T
sous forme standard fait apparaitre n — 1 apres n. Cela équivaut encore a demander
que o = ®(7) vérifie 0~ (n) < o~ 1(n —1).

Ainsi, la bijection ® envoie ’ensemble des permutations pour lesquelles n et n — 1
sont dans la méme orbite sur I’ensemble des permutations dont l'inverse v vérifie
v(n) < v(n —1). D’apres ce qui précede, le cardinal commun de ces ensembles est
in! (le passage & l'inverse est une permutation involutive de &,,).

3.6- La encore, quitte a renuméroter (en conjuguant par une permutation qui envoie
i sur n et j sur n — 1), le nombre de permutations pour lesquelles i et j sont dans la
méme orbite égale le nombre de permutations pour lesquelles n et n — 1 sont dans la
méme orbite : c’est %n! d’apres la question précédente.
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Examen

(deux heures)

1 Question de cours (4 points)

Donner la définition de la fonction de Mobius et énoncer la formule d’inversion de Mdobius.

2 Racine cubiques dans le groupe symétrique (8 points)

1- Décrire la décomposition en produit de cycles a supports disjoints d’'une permutation d’ordre 3
dans le groupe symétrique G,,, lorsque n est un entier naturel non nul.

2- Pour tout entier naturel non nul n, on note a, le nombre de permutations o € &,, telles que
0% = 1. On note également ag = 1. En partitionnant les permutations de &,, 3 dont le cube est
I'identité selon le cardinal de l'orbite de I’élément n + 3, montrer que

Vn >0, anisz = ani2+ (n+2)(n+1)ay,. (1)
3- Pour tout n > 0, on note
an
A, = —.
n!

Déduire de (1) une équation de récurrence linéaire satisfaite par la suite (A, ).

4- On note A(T) la série formelle de Q[[T]

AT) =) AT

n>0
Démontrer que A(T) est solution du probléme de Cauchy

{ A(T) = (1+T?)A(T)
A(0) = 1.

5- En déduire que

i e (r+ 7).

6- Calculer ag (bonus pour qui trouvera trois méthodes de calcul de ce nombre).
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3 Eviter le motif 132 (8 points)

Soient n un entier supérieur ou égal a 3 et &,, le groupe symétrique de {1,...,n}.
Sio € 6, etsia; =o(j) pour chaque j € {1,...,n}, la notation entre crochets désigne la suite
des images de ¢ : on note
o =lay,asg,...,an].
On dit qu’une permutation o € &,, contient le motif 132 lorsqu’il existe a,b,c € {1,...,n} tels que

a<b<c et ola) <o(c) <a(b).

Dans cette situation, on dit que [[a, b, c]] est un motif 132 de o. On dit d’une permutation qui ne
contient aucun motif 132 qu’elle évite le motif 132. On note m,, le nombre de permutations de &,
qui évitent le motif 132. On notera également mg = mi =1 et mo = 2.

1- Faire la liste de toutes les permutations de &3 et de &4 qui évitent le motif 132. Calculer mg
et my.

2- Soit 0 = [a1, a9, ...a,] € &,. Soit k = o~*(n). On suppose que 2 < k <n — 1.

Montrer que si o évite le motif 132, alors g > d pour tous g € {a1,...a,x_1} et d € {agy1,...an}.
En déduire que o évite le motif 132 si, et seulement si les trois conditions ci-dessous sont vérifiées :
(i) {a1,...ap—1}={n—-k+1,...,n—1}

(ii) {ak+1,-.-an}t={1,...,n—k}
(iii) les permutations [aq,...,ar—1] et [agt1, ... a,] évitent le motif 132.

3- Déduire de la question précédente que pour tout n > 3,

n

mp = E Mg—1Mp—k-
k=1

4- Calculer ms. Est-il vrai que m,, est le n'®™¢ nombre de Catalan, pour tout n >3 ?
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Corrigé succinct de ’examen

1 Partie 2

1- Un permutation est d’ordre trois lorsque sa décomposition en produit de cycles a
supports disjoints contient au moins un 3-cycle, et seulement des 3-cycles.

2- 03 =1 si, et seulement si o est d’ordre 3 ou o est l'identité (car 3 est un nombre
premier). On décrit toutes les permutations o de &,, 13 telles que 03 = 1 de la maniere
suivante :
- ou bien n + 3 est un point fixe de o ; dans ces conditions, ¢ induit une permutation
de G,, 12 dont le cube égale 1. Il y a a,, 12 telles permutations.
n+2
2
et le nombre de 3-cycles dont le support est {a,b,n + 3} est 2. Dans ces conditions,
le complémentaire de cette orbite est stable par ¢ et ¢ induit une permutation de &,,
n+2
2
On déduit de cette partition et des bijections sous-jacentes que a3 = ant2 + (n +
2)(n+ 1)a,. Noter que ce raisonnement vaut méme si n = 0 puisqu’on a posé ag = 1.

- Ou bien Porbite de n+ 3 a trois éléments {a,b,n+3}. Il 'y a ) telles orbites

dont le cube égale 1. Il y a ainsi 2 < > an = (n+2)(n+1)a, telles permutations.

3- Puisque a,, = n!A,,, on déduit de la question précédente par un calcul élémentaire
que (n+3)A,+3 = Apto + A, pour tout n > 0.

4- La traduction de la relation du 3- en termes de série formelle amene directement
A montrer que A vérifie A’ = (1 + T?)A. En outre, A(0) = ag = 1 est donné par
I’énoncé.

5- On résout I’équation différentielle linéaire, ce qui montre que A(T) = exp(T+T3/3)
(x — exp(x + 23/3) est 'unique solution de I’équation différentielle qui vaut 1 en O ;
cette fonction est développable en série entiére & l'origine).

6- ag = 81. Trois méthodes pour ce calcul : utiliser une des formules récursives (c’est
le plus simple, ici) ; calculer le coefficient de T dans la série formelle exp(T+72/3) en
la développant ; faire un calcul direct du nombre de permutations de Gg qui s’écrivent
comme le produit de zéro, un ou deux 3-cycles a supports disjoints.
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2 Partie 3

1- Parmi les permutations de &3, seule [1,3,2] contient le motif 132. Ainsi, m3 =
31—1=05.

Le traitement une a une des 24 permutations de &, montre que celles qui contien-
nent le motif 132 sont [1,2,4,3], [1,3,2,4], [1,3,4,2], [1,4,2,3], [1,4,3,2], [2,1,4, 3],
12,3,1,4], [2,3,4,1], [2,4,1,3] et [2,4,3,1]. On compte : my = 4! — 10 = 14.

2- Par contraposition, supposons qu’il existe g € {a1,...ax-1} et d € {ag41,-..an}

tels que g < d. Alors, [[g,n,d]] est un motif 132 de o.
Supposons que o évite le motif 132. Alors, la propriété démontrée ci-dessus montre

que les nombres aq, ..., ax—1 sont les k — 1 plus grands nombres de {1,...,n—1} et
que ag41, ..., ap en sont les n — k plus petits, ce qui entraine (i) et (ii). Enfin, un
motif 132 de [aq,...,ar—1] ou de [agt1,. .. ay] constituerait un motif 132 de o, ce qui

montre (iii).

Inversement, supposons que o contienne (au moins) un motif 132.

e Si 0 a un motif 132 de la forme [[g,n,d]] o g € {a1,...,ap_1} et d € {agt1,...,an},
alors g < d, ce qui montre que (i) ou (ii) n’est pas vérifiée.

e Supposons au contraire que o n’ait pas de motif 132 de la forme [[g, n, d]]. Soit alors
[[ged]] un motif 132 de o, avec ¢ # n. Supposons par exemple que ¢ soit & gauche
de n dans la liste aq,...a,. Dans ces conditions, si d était a droite de n dans la
liste aq,...an, [[g,n,d]] serait également un motif 132 de o ; cela montre que d est &
gauche de n dans la liste ay, ... a,. En particulier, [[g, ¢, d]] est un motif 132 de o, ce
qui contredit (iii). On raisonne de fagon analogue si ¢ est & droite de n.

3- La question 2- montre que choisir une permutation de &,, qui évite le motif 132
revient & choisir d’abord o=1(n) =k € {1,...,n}, puis :

- si k =1, une permutation de {1,...,n — 1} qui évite le motif 132 ;

-si 2 <k <n-—1, une permutation de {n —k +1,...,n— 1} et une permutation de
{1,...,n — k} qui évitent le motif 312 ;

- si k = n, une permutation de {1,...,n — 1} qui évite le motif 132.

Comme on se convainc aisément que le nombre de permutations d’un ensemble fini
totalement ordonné qui évitent le motif 132 ne dépend que du cardinal de cet ensemble
(exercice), on en déduit que

n—1 n
My = Mp—1 + E Mpg—1Mp—f + Mp—1 = § Meg—1Mp—k-
k=2 k=1

4- mj :m0m4+m1m3+m§+m3m1+m4m0 =144+54+4+5+14 =42.

Les m,, vérifient la méme relation récursive que les nombres de Catalan C,, pour
n > 3. En outre, mg = C3 = 5. Ainsi, m,, = C),, pour tout n > 3.

[En fait, comme on a aussi m,, = C,, pour tout n < 2, on en déduit que m,, est le

ieme

n nombre de Catalan, pour tout n > 0].
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Examen (deux heures)

1 Question de cours (5 points)
1- Donner la définition d’un ensemble fini.

2- Soient X et Y deux ensembles finis de cardinaux respectifs = et y. Combien y a-t-il
(i) d’applications de X dans Y ?

(ii) de bijections de X sur Y ?

(iii) de parties de X ?

2 {1,2,3}-compositions (8 points)

Si p et n sont deux entiers naturels, un p-uplet (x1,...,z,) d’éléments de 'ensemble {1,2,3} est
appelé une {1, 2, 3}-composition de n lorsque

p
E T = nN.
k=1

Les entiers x1, ..., x, sont alors appelés les parts de la composition (21, ..., zp).

Pour tout entier naturel non nul n, on note C,, le nombre de {1, 2, 3}-compositions de n. On note
également Cy = 1.

1- Par énumération directe, calculer Cy, Csy, C3 et Cy.

2- Soit n € N*. En partitionnant les {1, 2, 3}-compositions de n+ 3 selon la valeur de leur premiére
part, calculer C,, 43 en fonction de C), 42, Cpi1 et Ci,.

3- Dans 'anneau QI[T]] des séries formelles & coefficients rationnels, on note
C(T) =Y C,T"
n>0
Démontrer que C(T') est une fraction rationnelle et que sa forme irréductible est

1

CO) === —1s
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4- Démontrer que pour tout entier naturel n > 1,
T \"_ k k+1
() - 2,05

5- En écrivant C(T) sous la forme

montrer que pour tout entier naturel n, 'entier C,, s’écrit sous forme de la somme double

= X o (1) () )

J=20,k=0

Z) =0déslorsquea<—loub>a+1).
Calculer le nombre de termes non nuls de la somme (1).

(dans cette formule, on convient de noter

3 Permutations alternantes (7 points)

Soit E un ensemble fini totalement ordonné & n éléments, n > 1. On note dans 'ordre croissant
E ={ei1,ea,...,e,}. Une permutation o € & est dite alternante lorsque

aler) > o(es) < olez) >o(eq) <---

Autrement dit, o est alternante si, et seulement si Vk € {1,...,n — 1}, on a o(ex) > o(ex+1) si k
est impair et o(e) < o(ext1) si k est pair.

Si s € 6, est une permutation, on pourra la noter par la suite de ses images successives mises
entre crochets, sous la forme s = [s(1),s(2),...,s(n — 1),s(n)]. Par exemple, le 3-cycle (254) de
G s'éerit (254) =[1,5,3,2,4,6].

1- Donner un exemple de permutation alternante de &7 et un exemple de permutation alternante
de 68.

2- Pour tout entier naturel impair n, on note I, le nombre de permutations alternantes de n
objets ; si n est pair, on note I, = 0.

Soient n un entier naturel impair, o une permutation alternante de &,, et m = o~1(1) le point
ol ¢ atteint son minimum. Montrer que les suites [o(1),...,0(m — 1)] et [oc(m + 1),...,0(n)]
définissent des permutations alternantes d’ensembles de cardinaux impairs.

En déduire que pour tout n > 1,

It = En: <Z> Iilo_y. (2)

k=0
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3- Pour tout n € N, on pose
I,

in = 7'
n:

Déduire de (2) une relation de récurrence liant les i,,.

4- Dans 'anneau Q[[X]] des séries formelles & coefficients rationnels, on note
oo
i(X) =) inX".
n=0

Démontrer que i(X) est solution d’une équation différentielle d’ordre 1 et en déduire que

i(X) =tan X. (3)

5- Pour tout entier naturel pair n, on note cette fois P, le nombre de permutations alternantes de
n objets ; si n est impair, on note P, = 0. En utilisant la décomposition du 2- et la formule (3),
montrer que la série génératrice exponentielle

X’n
P(X)=>" Por
n>0 ’

est solution d’une équation différentielle d’ordre 1 ; en déduire que
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